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РЕФЕРАТ

Звiт про НДР: 38 с., 5 рис., 39 джерел.
РОЗБАВЛЕНI ФЕРОРIДИНИ, ОДНОДОМЕННI НАНОЧАСТИН-

КИ, ГРАДIЄНТНЕ МАГНIТНЕ ПОЛЕ, РIВНЯННЯ БАЛАНСУ, ТРАНС-
ЛЯЦIЙНА ТА ОБЕРТАЛЬНА ДИНАМIКА.

Предмет дослiдження – умови iснування спрямованого транспорту за-
значених об’єктiв та залежнiсть швидкостi їх дрейфу i потужностi втрат
енергiї вiд величини чисел Рейнольдса, характеристик зовнiшнього магнi-
тного поля, ступеню спiнової поляризацiї струму, дипольної взаємодiї, вели-
чини поля магнiтної анiзотропiї, дефектної структури плiвки, температури
та iнших параметрiв.

Об’єкт дослiдження – спрямований транспорт (дрейф) феромагнiтних
наночастинок i магнiтних скiрмiонiв, причиною якого є реакцiя середови-
ща, i енергетичнi процеси в них.

Мета дослiдження – розвиток теорiї спрямованого транспорту феро-
магнiтних наночастинок у в’язкiй рiдинi та магнiтних скiрмiонiв у феро-
магнiтних плiвках, а також визначення потужностi втрат енергiї в таких
системах.

Методи дослiдження – методи мiкромагнетизму, математичної фiзики,
чисельнi методи.

Теоретично вивчається детермiнiстична динамiка однодоменних феро-
магнiтних наночастинок у розбавлених ферорiдинах, що знаходяться пiд
впливом стацiонарного або перiодичного у часi градiєнтного магнiтного по-
ля. Показано, що оскiльки градiєнтне магнiтне поле генерує як трансля-
цiйний, так i обертальний рухи частинок, цi рухи пов’язанi мiж собою.
Встановлено, що в залежностi вiд початкового положення зважених фе-
ромагнiтних наночастинок iснує чотири режими їх спрямованого транс-
порту в стацiонарному градiєнтному магнiтному полi. Для кожного з них
проведено теоретичний i чисельний траєкторний аналiз. Проведено також
симетрiйний аналiз розв’язку базової системи рiвнянь, що описують коли-
вальний та обертальний рухи наночастинки пiд дiєю перiодичного у часi
градiєнтного магнiтного поля, та знайдено перiодичний розв’язок цiєї си-
стеми рiвнянь у випадку високочастотних осциляцiй поля.

Результати НДР можуть бути використанi в бiомедицинi та процесах

сепарацiї наночастинок.
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ВСТУП

Наночастинки феромагнетика у однодоменному станi, зваженi у в’яз-

кiй рiдинi, являють собою цiкавий клас систем з точки зору низки фiзичних

властивостей. Такi системи мають широку перспективу застосування у бiо-

медицинi застосування, зокрема метод магiнтної гiпертермiї для лiкування

онкологiчних захворювань, контрастування магнiтних зображень, доставка

лiкiв та багато iнших (див., наприклад, останнi огляди [1–6] та посилання в

них). Цi застосування базуються на конкретних фiзичних властивостях, якi

головним чином зумовленi магнiтною та механiчною (як поступальною, так

i обертовою) динамiкою таких наночастинок. Ось чому важливо правиль-

но послуговуватись верифiкованою методологiю опису, зокрема у частинi

рiвнянь руху. Один з найнадiйнiших методiв, запропонованих для виведе-

ння цих рiвнянь, базується на концепцiї загального iмпульсу частинки, що

включає кутову та спiнову частини iмпульсу. В рамках цього пiдходу було

виведено та проаналiзовано рiвняння зв’язаного механiчного руху та нама-

гнiченостi частинки, зокрема для знаходження її кутової швидкостi [7–10],

а також передбачено та вивчено ряд непересiчних ефектiв у цих системах,

залежних вiд магнiтокристалiчної анiзотропiї [11–13].

У той же час, для випадку великої енергiї анiзотропiї порiвняно з iн-

шими енергетичними величинами, вектор намагнiченостi наночастинки до-

цiльно розглядати як «вморожений» в її кристалiчну решiтку [14,15]. Такий

пiдхiд ще називається моделлю жорсткого диполя. Переваги вiд її викори-

стання очевиднi: динамiка наночастинок повнiстю описує динамiку нама-

гнiченостi i, вiдповiдно, магнiтнi властивостi таких систем. Це наближення

було застосовано, в тому числi, для дослiдження ролi магнiтної диполь-

ної взаємодiї та теплових флуктуацiй в процесi розсiювання енергiї [16–18],

утворення кластерiв внаслiдок взаємодiї [19–21], прецесiї феромагнiтних

наночастинок у детермiнiстичному та стохастичному випадках [22–24] та

низки iнших явищ.

В рамках попереднiх етапiв даної НДР, послуговуючись данною мо-

деллю, було теоретично та чисельно вивчено вплив спрямованого транс-

порту (дрейфу) феромагнiтних наночастинок, iндукованого силою Магну-

са [25–27]. Зокрема, було встановлено, що частинки, рух яких у в’язкiй

рiдинi являє собою синхронiзованi поступальнi коливання (викликанi осци-
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лювальною рушiйною силою) та неоднорiдна прецесiя (викликана неодно-

рiдним магнiтним полем, що обертається), здiйснюють ненульовий у сере-

дньому поступальний рух (т.з. дрейф) у визначеному напрямку зi сталою

середньою швидкiстю. Як величину, так напрямок швидкостi такого дрей-

фу можна досить просто контролювати i змiнювати шляхом коригування

зовнiшнiх параметрiв, цей ефект має перспективи використання, зокрема,

пiд час адресної доставки лiкарських препаратiв та сепарацiї макромолекул

та вiрусiв. Однак, спiввiдношення швидкостi дрейфу до швидкостi наноча-

стинок, спричиненої рушiйною силою, що має неосцилювальний характер,

пропорцiйне до числа Рейнольдса (для випадку обертання), яке для нано-

розмiрних частинок є порiвняно невеликим. Саме тому швидкiсть части-

нок, що знаходяться пiд дiєю неосцилювальної рушiйної сили, як правило,

iстотно перевищує вiдповiдну швидкiсть дрейфу.

Найрозповсюдженiшим способом генерування рушiйної сили, що дiє

на магнiтнi наночастинки, є магнiтне поле, що змiнюється у просторi, або

градiєнтне поле. Не зважаючи на те, що вплив такого поля на магнiтнi на-

ночастинки добре вивчений з точки зору магнiтної сепарацiї макромолекул

та вiрусних частинок (див., наприклад, [28, 29]), повний аналiз їх спрямо-

ваного транспорту при застосуваннi градiєнтного та однорiдних магнiтних

полiв, наскiльки вiдомо станом на сьогоднi, ще не виконано. Оскiльки рiв-

номiрне поле сильно впливає на орiєнтацiю намагнiченостi, очiкується, що

це поле може бути використано для контроля та управлiння спрямованим

транспортом зважених феромагнiтних наночастинок, iндукованим градiєн-

тним магнiтним полем. Тому в цiй роботi ми прагнемо вивчити динамiку

таких наночастинок з особливим акцентом на їх транспортнi властивостi

та можливi застосування.

Результати НДР опублiкованi у роботах [30, 31].
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1 СТАЛЕ У ЧАСI ГРДIЄНТНЕ МАГНIТНЕ ПОЛЕ

1.1 Рiвняння руху

Ми вивчаємо спрямований транспорт феромагнiтної наночастинки,

яка має форму сфери радiусом a , зважена у в’язкiй рiдинi, та має нама-

гнiченiсь M = M(t) , де |M| = M = const . Радiус частинки покладається

досить малим, для того, щоб ї їможна було вважати повнiстю однодомен-

ною, i в той же час настiльки великим, що можна знехтувати взаємодiєю

з термостатом (для рiзних матерiалiв справедливiсть та адекватнiсть цих

умов, проаналiзовано у роботi [32] та у наведених посиланнях). На дода-

чу, магнiтне поле анiзотропiї припускається досить великим, для того, щоб

частинка могла розглядатися в рамках моделi жорсткого диполя. У цьому

наближеннi намагнiченiсть частинки вважається завжди спрямованою за

напрямком легкої вiсi частинки i, отже, намагнiченiсть можна розглядати

як змiнну у вiдомому кiнематичному рiвняннi

Ṁ = ω ×M, (1.1)

де ω = ω(t) – вектор кутової швидкостi наночастинки, знак × озна-

чає векторний добуток, а крапка над вектором означає похiдну за часом

t . Також робиться припущення, що радiус-вектор центру наночастинки

R = R(t) змiнюється дуже повiльно, що похiдна вiд намагнiченостi Ṁ

обчислюється як для фiксованого радiус-вектора R .

Розглядається ситуацiя, коли частинка перебуває пiд впливом як ста-

лого однорiдного H⊥ , так i змiнного у просторi градiєнтного Hg магнiтних

полiв:

H⊥ = H⊥ey, Hg = gRx sin(Ωt+ φ)ex. (1.2)

Тут H⊥(≥ 0) – величина напруженостi однорiдного магнiтного поля,

g (> 0) – градiєнтне магнiтне поле Hg , Rx - x компонента вектора R ,

а ex , ey та ez – одиничнi вектори вздовж вiдповiдних осей декартової

системи координат xyz . Варто зауважити, що стале у частi та просторi

поле H‖ = H‖ex разом iз градiєнтним полем Hg дiють як модифiковане

(змiщене) градiєнтне магнiтне поле g(Rx+H‖/g)ex , або H‖ здiйснює зсув

позицiї, у якiй виконується умова Hg = 0 . Отже, без втрати загальностi,
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на цьому етапi цiлком можна припустити, що H‖ = 0 .

Щоб описати динамiку намагнiченостi у полях розглянутого вигля-

ду вважається, що вектор намагнiченостi наночастинки M знаходиться у

площинi xy :

M = M(cosϕ ex + sinϕ ey), (1.3)

де ϕ = ϕ(t) є азимутальним кутом вектора M . З кiнематичного рiв-

няння випливає зв’язок мiж цим кутом та кутовою швидкiстю частинки

визначається тривiальним виразом

ϕ̇ = ωz. (1.4)

Далi записуються рiвняння поступальної та обертальної динамiки на-

ночастинки, що зважена у в’язкiй рiдинi. Через малий розмiр об’єкту iнер-

цiйними властивостями доцiльно знехтувати (дивись нижче). Отже, зберi-

гаючи лише доданки, якi вiдповiдають за рух та наявне тертя, цi рiвняння

можна записати у виглядi рiвняння балансу сил, fd + ff = 0 , та балансу

обертальних моментiв, td + tf = 0 . Тут fd – рушiйна сила, що виникає

внаслiдок градiєнтного магнiтного поля, ff – сила тертя, td – рушiйний

момент, що утворюється результуючим магнiтним полем H⊥ + Hg , а tf

– момент сили тертя. З огляду на те, що як рушiйна сила, так i обер-

тальний момент можуть бути легко визначенi як fd = V (M · ∂/∂R)Hg

(V = 4πa3/3 – об’єм частинки, крапка позначає скалярний добуток) i

td = VM× (H⊥ +Hg) та пiсля здiйснення необхiдних обчислень за допо-

могою виразiв (1.2) i (1.3), наведенi вище рiвняння можуть бути переписанi

як

MV g cosϕ ex + ff = 0 (1.5)

i

MV (H⊥ cosϕ− gRx sinϕ) ez + tf = 0. (1.6)

Оскiльки явнi вирази для ff i tf загалом невiдомi, нижче ми розгля-

даємо лише випадок малих чисел Рейнольдса (для наночастинок ця умова

не є занадто обмежувальною).
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1.1.1 Випадок малих чисел Рейнольдса

Числа Рейнольдса для поступального та обертального рухiв, визнача-

ються вiдповiдно як Re = 2ρa|v|/η та Reω = ρa2|ω|/η , вiдiграють найва-

жливiшу роль у знаходженнi ff i tf . Тут ρ – густина рiдини, v = v(t)

– поступальна швидкiсть частинки, а η – в’язкiсть рiдини (динамiчна).

Якщо данi параметри вибранi таким чином, що Re ≪ 1 i Reω ≪ 1 , потiк

рiдини, що обтiiкає частинку, та який, iндукований її рухом, є ламiнарним

i, згiдно з [33], ff = −6πηav i tf = −8πηa3ω . Скористаємося останнiм

виразом та з спiввiдношення (1.6) знаходимо ω = ωzez , де

ωz =
M

6η
(H⊥ cosϕ− gRx sinϕ). (1.7)

Потiм, пiдстановкою (1.7) у (1.4), можна отримати рiвняння для ази-

мутального кута вектора намагнiченостi:

ϕ̇− ω⊥ cosϕ+ ωgrx sinϕ = 0, (1.8)

ω⊥ =
MH⊥

6η
, ωg =

Mga

6η
(1.9)

– характернi частоти, що виникають вiдповiдно з однорiдного та градi-

єнтного магнiтних полiв. Не втрачаючи загальностi, вважається, що азиму-

тальний кут у початку вiдлiку часу (початковий азимутальний кут)ϕ(0) =

ϕ0 задовольняє умовi ϕ0 ∈ [0, π] .

Одержане вище рiвняння (1.5) з ff демонструє, що швидкiсть наноча-

стинки v має лише компоненту вздовж вiсi x

vx = v0 cosϕ, (1.10)

де

v0 =
2Mga2

9η
=

4

3
ωga (1.11)

– так звана характерна швидкiсть наночастинки. З використанням ви-

разiв (1.10) та (1.11), легко одержати

rx = rx0 +
4

3
ωg

∫ t

0

cosϕ(t′)dt′ (1.12)
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з rx0 = rx(0) , що єнiчим iншим, як початковим положенням наноча-

стинки.

Система рiвнянь (1.8) та (1.12) у сукупностi з початковими значен-

нями координат частики ϕ0 i rx0 повнiстю описує її обертальну та по-

ступальну динамiку. Вiдповiдно до (1.12), рiвняння (1.8) є iнтегрально-

диференцiальним (оскiльки напруженiсть градiєнтного магнiтного поля,

яке дiє на частинки, змiнюється пiд час їх поступального руху). Перепи-

савши його у формi

ϕ̇− ω⊥ cosϕ

sinϕ
= −ωgrx (1.13)

i взявши похiдну вiд часу вiд обох частин, рiвняння (1.13) длоцiльно

привести до автономного диференцiального рiвняння другого порядку

ϕ̈ sinϕ− ϕ̇2 cosϕ + ω⊥ϕ̇+
4

3
ω2
g sin

2 ϕ cosϕ = 0. (1.14)

Як показує (1.8), розв’язок (1.14) повинно задовольняти початковим

умовам ϕ(0) = ϕ0 i

ϕ̇(0) = ω⊥ cosϕ0 − ωgrx0 sinϕ0. (1.15)

1.2 Динамiка наночастинок

Оскiльки аналiз динамiки наночастинок у випадках вiдсутностi та при-

сутностi однорiдного магнiтного поля H⊥ вiдрiзняється, ми розглянемо цi

випадки окремо.

1.2.1 Динамiка наночастинок при H⊥ = 0

Оскiльки для випадку, що розглядається, ω⊥ = 0 , нелiнiйне дифе-

ренцiальне рiвняння другого порядку (1.14) легко переписати у виглядi

лiнiйного диференцiального рiвняння першого порядку для q = ϕ̇2 . Справ-

дi, якщо подати q як функцiю кутової координати ϕ , тобто q = q(ϕ) , i

приймаючи до уваги, що q′ϕ = 2ϕ̈ ( q′ϕ = dq/dϕ ), вираз (1.14) можна пере-

писати як
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q′ϕ sinϕ− 2q cosϕ+
8

3
ω2
g sin

2 ϕ cosϕ = 0 (1.16)

Вiдповiдно до виразу (1.15), розв’язок даного рiвняння повинен задо-

вольняти вищезазначенiй умовi q(ϕ0) = q0 , де

q0 = ω2
gr

2
x0 sin

2 ϕ0. (1.17)

Загальний розв’язок рiвняння (1.16) записується у такому виглядi (ди-

вись, наприклад, формулу (13.1.4) у [34]):

q = C sin2 ϕ−
4

3
ω2
g sin

2 ϕ ln sin2 ϕ, (1.18)

де C – деяка константа iнтегрування, що потребує встановлення з

умови (1.17),

C = ω2
gr

2
x0 +

4

3
ω2
g ln sin

2 ϕ0, (1.19)

та за допомогою (1.11), розв’язок рiвняння (1.18) можна переписати у

виглядi

q = ω2
g

(

r2x0 −
4

3
ln

sin2 ϕ

sin2 ϕ0

)

sin2 ϕ. (1.20)

З цього та рiвняння (1.8), яке за умови H⊥ = 0 має розв’язком q =

ϕ̇2 = ω2
gr

2
x sin

2 ϕ , отримуємо, нарештi, спiввiдношення

r2x = r2x0 −
4

3
ln

sin2 ϕ

sin2 ϕ0

, (1.21)

яке буде вiдiгравати iстотну роль в усьому подальшому аналiзi динамiки

наночастинки, зваженої в рiдинi пiд дiєю зовнiшнiх полiв зазначених типiв.

Варто почати аналiз iз зауваження, що величина початкової кутової

швидкостi ϕ̇(0) = −ωgrx0 sinϕ0 визначається початковим положенням на-

ночастинки rx0 . Разом iз виразом (1.8), що вiдповiдно до (1.21) та з ура-

хуванням останнього факту, може бути подано як

ϕ̇ = −sgn (rx)ωg

(

r2x0 −
4

3
ln

sin2 ϕ

sin2 ϕ0

)1/2

sinϕ (1.22)
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[ sgn (x) = ±1 , якщо x ≷ 0 ], значить, що лiнiйна швидкiсть нано-

частинки vx = v0 cosϕ за умови t 6= 0 також залежить вiд величини

rx0 (у зв’язку з цим варто нагадати, що початкове значення швидкостi

vx(0) = v0 cosϕ0 є однаковим для усiх початкових положень rx0 ). Для ви-

значеностi припускаємо, що ϕ0 ∈ (0, π/2) , i тодi з (1.22) випливає, що

азимутальний кут ϕ монотонно зменшується з часом вiд ϕ0 до 0 (i тому

vx монотонно збiльшується з v0 cosϕ0 до v0 ), якщо rx0 ≥ 0 . Iншими сло-

вами, всi частинки з rx0 ≥ 0 здiйснюють рух праворуч зi швидкостями, якi

асимптотично прямують до v0 . Крiм того, чим бiльшим є значення поча-

ткового положення частинки, тим ранiше швидкiсть наночастинки прямує

до насиченого значення v0 . З метою класифiкацiї ми позначаємо динамiку

наночастинок за rx0 ≥ 0 динамiчним режимом номер один.

Динамiчний режим номер два має мiсце для наночастинок з rx0 ∈

(−l, 0) , де

l =

(

4

3
ln

1

sin2 ϕ0

)1/2

. (1.23)

У даному випадку всi частинки також рухаються праворуч. Однак,

на вiдмiну вiд вищеописаної ситуацiї, азимутальний кут намагнiченостi ча-

стики ϕ на першому етапi збiльшується вiд початкової величини ϕ0 до

деякого ϕm < π/2 (поки не буде досягнуто певного положення, що ви-

значається як rx = 0 ), а на другому етапi монотонно зменшується асим-

птотично до 0 з часом. У цьому випадку швидкiсть дрейфу наночастинки

спочатку спадає вiд v0 cosϕ0 до v0 cosϕm , але згодом починає зростати до

v0 .

Динамiчнi властивостi коли rx0 = −l вiдповiдають третьому режиму,

який, за великим рахунком, є граничним випадком режиму номер два. Тут,

як i у попередньому випадку, частинка спочатку рухається праворуч, однак

пiсля досягнення положення, що характеризується rx = 0 i ϕm = π/2 її

рух зупиняється. Проте, варто зауважити, що цей стан нестiйкий: через

флуктуацiї частинка залишає околицi цiєї точки i рухається або лiворуч,

або праворуч.

Нарештi, динамiчний режим номер чотири умовою реалiзацiєю має

rx0 < −l . Тут азимутальний кут ϕ збiльшується монотонно з часом вiд
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початкової величини ϕ0 до π , i кожна частинка рухається праворуч лише

у часовому iнтервалi (0, ts) , що залежить вiд rx0 . При t = ts частинка

зупиняється [ vx(ts) = 0 , тобто ϕ(ts) = π/2 ] в точцi rx(ts) = −
(

r2x0− l2
)1/2

,

а потiм (коли t > ts ) рухається лiворуч, досягаючи швидкостi −v0 на

великих часових промiжках. Що стосується додатної величини початко-

вої координати rx0 > 0 , то чим бiльшим є значення |rx0| , тим швидше

досягається гранична величина швидкостi −v0 .

Слiд також зазначити, що в особливому випадку, коли ϕ0 = π/2 , ли-

ше два динамiчнi режими, перший i четвертий, можуть бути реалiзованi

вiдповiдно при rx0 > 0 i rx0 < 0 . Оскiльки в цьому випадку l = 0 , то дру-

гий i третiй режими зводяться до стану rx = rx0 = 0 , який є нестабiльним

(частинка з rx0 = 0 рухається або влiво, або вправо).

Для того, щоб проiлюструвати отриманi теоретичнi результати та пiд-

твердити їх чисельно розглянемо наночастинки SmCo5 , зваженi у во-

дi за кiмнатної температури (295K ), якi характеризуються параметра-

ми M = 1.36 × 103 emu cm−3 , ρn = 8.31 g cm−3 - густина частинок, ρ =

1 g cm−3 i η = 9.62× 10−3P . Також вибирається a = 2× 10−5 cm (крити-

чний дiаметр однодоменного стану для цих частинок становить приблизно

7.5× 10−5 cm [35]) та g = 102Oe cm−1 , знаходимо v0 = 1.26× 10−3 cm s−1

i ωg = 47.12 s−1 . За допомогою цих параметрiв, iз замiною |v| на v0 i |ω|

на MgRx/6η з |Rx| = 1 cm , визначення Re i Reω дають Re = 5.24× 10−6

та Reω = 9.8 × 10−2 . Оскiльки подання tf = −8πηa3ω виконується на-

вiть для Reω . 10 [36], використане наближення малих чисел Рейнольдса

є цiлком виправданим. Варто нагадати, що в рамках використаної моде-

лi було знехтувано iнерцiйними доданками ρnV v̇ i Jω̇ [J = (2/5)ρnV a2

– момент iнерцiї частинки] вiдповiдно в рiвняннях (1.5) та (1.6). Елемен-

тарний розрахунок показує, що пiдстави тому є, i цими доданками дiйсно

можна смiливо знехтувати коли t ≫ max{ttr, tr} , де

ttr =
2ρna

2

9η
, tr =

ρna
2

15η
(1.24)

– часи релаксацiї поступальної та обертальної динамiки. Оскiльки, вiд-

повiдно до виразу (1.24), max{ttr, tr} = ttr = 7.68 × 10−8 s , можна пе-

реконатися, що iнерцiйнi ефекти в динамiцi наночастинок SmCo5 є не-

значними вже при t ≫ 10−7 s . Нарештi, одночастинкове наближення, що
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Рисунок 1.1 – Графiки залежностi ϕ = ϕ(t) , отриманi за допомогою чи-
сельного розв’язання рiвняння (1.14) для H⊥ = 0 , ϕ0 = 0.6 rad та рi-
зних значень початкового положення частинок rx0 . Оскiльки, вiдповiдно
до (1.23), у цьому випадку l = 1.235 , значення rx0 вибранi для вiдтворен-
ня всiх передбачуваних режимiв динамiки наночастинок: rx0 = 1.0 (крива
1), rx0 = −1.0 (крива 2), rx0 = −l (крива 3) i rx0 = −1.5 (крива 4).

використовується в нашiй теоретичнiй моделi, є виправданим, тобто магнi-

тною диполь-дипольною та гiдродинамiчною взаємодiями можна знехтува-

ти, якщо середня вiдстань d мiж наночастинками досить велика. Зокрема,

енергiя диполь-дипольної взаємодiї двох частинок, (MV )2/d3 , є незначною

порiвняно з енергiєю частинок в градiєнтному магнiтному полi, MV |Hg| ,

якщо d ≫ (4πM/3g|Rx|)
1/3a . У той же час умова малостi гiдродинамiчної

взаємодiї, яка виконується, коли об’ємна частка наночастинок мала, тобто

V/d3 ≪ 1 , не є настiльки обмежувальною: d ≫ (4π/3)1/3a .

На рисунку 1.1 показано залежнiсть азимутального кута ϕ намагнi-

ченостi наночастики вiд безрозмiрного часу ωgt для рiзних значень поча-

ткового положення rx0 .

Вони подають всi чотири вищеописанi режими поведiнки функцiї ϕ =

ϕ(t) , за умови rx0 ≥ 0 (режим номер один, крива 1), rx0 ∈ (−l, 0) (режим

номер два, крива 2), rx0 = −l (режим номер три, крива 3) i rx0 < −l

(режим номер чотири, крива 4). Рисунок 1.2 iлюструє часову залежнiсть



15

обезрозмiреної координати частинки rx за тих самих умов, що i на рисунку

1.1.

Рисунок 1.2 – Графiки залежностi обезрозмiреного положення наноча-
стинки rx = rx(t) , отриманi з (1.12) розв’язком рiвняння (1.14), для тих
самих параметрiв, що на рисунку 1.1.

Як видно, чисельнi результати, поданi на цих рисунках, пiдтверджу-

ють iснування класифiкованих режимiв динамiки наночастинок. Наре-

штi, для перевiрки теоретичного результату, висловленого спiввiдношен-

ням (1.21) ми використали чисельнi результати з рисункiв 1.1 та 1.2 для

обчислення величини Γ = r2x + (4/3) ln (sin2 ϕ/ sin2 ϕ0) для двох моментiв

часу та рiзних значень початкового положення частинки rx0 . Порiвняння

отриманих даних з теоретичною залежнiстю Γ = r2x0 , дивись рисунок 1.3,

пiдтверджує їх достовiрнiсть.

Як було зазначено вище, магнiтне поле виду H‖ змiщує точку, в якiй

виконується умова Hg = 0 . Останнє означає, що H‖ зсуває також i iн-

тервали, в яких реалiзуються зазначенi режими динамiки наночастинок

(наприклад, динамiчний режим номер один реалiзується за умови коли

rx0 > −H‖/ga ). Треба зазначити, що, оскiльки обезрозмiрене значення

зсуву |H‖|/ga може бути достатньо великим навiть для досить незначних

амплiтуд H‖ (наприклад, у нашому випадку воно дорiвнює 104 , коли
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Рисунок 1.3 – Залежнiсть величини Γ вiд обезрозмiреного початкового
положення наночастинки rx0 . Числовi данi позначенi символами (кола i
квадрати вiдповiдають вiдповiдно ωgt = 1 i ωgt = 3 ), а теоретичний ре-
зультат Γ = r2x0 вiдображається суцiльною кривою.

H‖ = 20Oe ), змiна величини магнiтного поля H‖ може бути доречним

способом змiни режимiв дрейфового руху.

1.2.2 Динамiка наночастинок при H⊥ 6= 0

Теоретичний аналiз транспортних властивостей наночастинок є бiльш

складним у цьому випадку. Тому аналiтичне вивчення проводиться лише

для малих i великих значень часу. Для пошуку асимптотичних розв’язкiв

за умови t → 0 зручно використовувати рiвняння (1.8) та (1.12), якi у

першому наближеннi дозволяють отримати

ϕ = ϕ0 +
(

ω⊥ cosϕ0 − ωgrx0 sinϕ0

)

t (1.25)

i

rx = rx0 +
v0
a
cosϕ0 t. (1.26)

Результат (1.26), як i для попереднього випадку характеризується тим,

що всi наночастинки на початку вiдлiку часу рухаються праворуч з одна-
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ковою початковою швидкiстю v0 cosϕ0 [варто нагадати, ϕ0 ∈ (0, π/2) ]. На

вiдмiну вiд цього, обертання наночастинок в даному випадку має залежати

не лише вiд rx0 , але й вiд H⊥ .

Проведений у данiй НДР якiсний аналiз демонструє, що аналогiчно як

i для H⊥ = 0 , чотири режими динамiки наночастинок iснують i для H⊥ 6=

0 . Зазначенi режими генеруються вiдповiдно при rx0 ≥ l1 , rx0 ∈ (−l2, l1) ,

rx0 = −l2 i rx0 < −l2 . Вiдповiдно до виразу (1.25), азимутальний кут

ϕ зменшується монотонно з часом, тобто реалiзується динамiчний режим

номер один, коли rx0 ≥ l1 , де

l1 =
ω⊥

ωg
cotϕ0. (1.27)

Цей результат узгоджується з результатом для H⊥ = 0 ( l1 → 0 при

H⊥ → 0 ) i вказує, що магнiтне поле H⊥ здатне iстотно змiнити значення

l1 (умову l1 ≫ 1 можна легко досягти).

З огляду на те, що пророблений аналiз є наближеним, неможливо

записати точний вираз для величини l2 . Однак, з використанням (1.25)

та (1.26), iснує можливiсть оцiнити дану величину у наближений спосiб.

Справдi, шляхом вибору rx0 = −l2 i та у припущеннi, що ϕ(ts) = π/2

i rx(ts) = 0 (варто нагадати, ts – час зупинки), з (1.25) - (1.27) можна

отримати

l2 =
1

2
l1

[(

1 +
8(π − 2ϕ0)

3l21 tanϕ0

)1/2

− 1

]

. (1.28)

Для l1 ≪ 1 (H⊥ ≪ ga tanϕ0 ) та l1 ≫ 1 (H⊥ ≫ ga tanϕ0 ) цей вираз

дає

l2|l1≪1 =

(

2(π − 2ϕ0)

3 tanϕ0

)1/2

(1.29)

i

l2|l1≫1 =
2

3
(π − 2ϕ0)

ga

H⊥
(1.30)

( l2|l1≫1 ≪ 1 ).Варто наголосити на двох моментах вiдповiдно отрима-

ним результатам. По-перше, наближений вираз (1.29) повнiстю узгоджує-

ться з точним виразом (1.23) виключно у випадку π/2−−ϕ0 ≪ 1 ; рiзниця
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мiж l2|l1≪1 i l зростає досить швидко зi зменшенням початкової кутової

координати ϕ0 . Дана ситуацiя стала наслiдоком того, що знайденi розв’яз-

ки (1.25) та (1.26) дiйснi лише для ωgt ≪ 1 . По-друге, умову l1 ≫ 1

досить просто виконати, а, значить, магнiтне поле H⊥ може також вико-

ристовуватися в якостi фактору управлiння транспортними властивостями

наночастинок, зважених у рiдинi. Варто особливо зазначити, що H⊥ , на

вiдмiну вiд H‖ , неоднорiдно зсуває областi рiзних динамiчних режимiв.

За великих часiв зручно ввести параметр σ , що для наночастинок,

якi рухаються праворуч або лiворуч, складає вiдповiдно 1 або −1 . Якщо

азимутальний кут намагнiченостi наночастинки ϕ прямує чи то до нуля,

чи то до π , його можна подати як ϕ = π(1 − σ)/2 + σϕ1 з ϕ1 ≪ 1 .

Якщо також взяти до уваги наступний результат лiнiйного наближення

cosϕ = σ , sinϕ = ϕ1 та, згiдно з виразом (1.12), rx ∼ σ(4/3)ωgt при

t → ∞ , рiвняння (1.8) на великих часових iнтервалах

ϕ̇1 − ω⊥ +
4

3
ω2
gt ϕ1 = 0. (1.31)

Його асимптотичний розв’язок задається ϕ1 ∼ 3ω⊥/(4ω
2
gt) , тобто ку-

това координата ϕ обернено пропорцiйно до часу наближається до сво-

їх граничних значень 0 i π . Якщо ж виконується умова ω⊥ = 0 , до

даних граничних значень кутова координата ϕ прямує за експонентою:

ϕ1 ∼ exp (−2ω2
gt

2/3) .

Чисельне вивчення динамiки наночастинок за умови H⊥ 6= 0 пiдтвер-

джує як iснування чотирьох динамiчних режимiв (подiбних до режимiв

при H⊥ = 0 ), так i сильний вплив H⊥ на iнтервалах rx0 , де реалiзуються

цi режими. На рисунку 1.4 ми показуємо залежнiсть меж цих iнтервалiв,

l1 i l2 , вiд спiввiдношення H⊥/ga (= ω⊥/ωg ). Оскiльки, згiдно (1.30), l2

прямує до нуля зi збiльшенням H⊥ , розмiр ∆ = l1+ l2 iнтервалу (−l2, l1) ,

де реалiзується динамiчний режим номер два, має порядок l1(≫ 1) в то-

му числi для досить малих значень H⊥ (наприклад, ∆ ≈ l1 = 731 для

H⊥ = 1Oe ). У зв’язку з цим, варто нагадати, що l1|H⊥=0 = 0 , l2|H⊥=0 = l

i тому ∆|H⊥=0 = 1.235 . Як видно з вiдповiдних залежностей, як чисель-

нi, так i теоретичнi результати для l1 узгоджуються дуже добре. Окрiм

того, зауважимо, що, незважаючи нате, що теоретичний результат (1.28)

був отриманий наближено, вiн також напрочуд добре спiвпадає з даними
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числового моделювання для l2 .

Рисунок 1.4 – Залежнiсть l2 i l1 (на вставцi) вiд обезрозмiреного магнi-
тного поля H⊥/ga для тих же параметрiв, що й на рисунку 1.1. Чисельнi
данi для l1 i l2 , отриманi розв’язанням рiвняння (1.14), позначенi кру-
глими маркерами. Наближений вираз (1.28) i теоретичний результат (1.27)
поданi вiдповiдно суцiльною та пунктирною лiнiями.

Отже, на динамiку зважених у в’язкiй рiдинi наночастинок ферома-

гнетика, що збуджується зовнiшнiм градiєнтним магнiтним полем значно

впливають однорiднi магнiтнi поля типу H‖ i H⊥ . Важливо зазначити,

що хоч H‖ i зсуває лише початкове положення градiєнтного поля, внесок

величини H⊥ у динамiку наночастинок є комплексним. Є пiдстави ствер-

джувати, що нетривiальнi транспортнi властивостi даних наночастинок, що

зумовленi спiльною дiєю градiєнтного та однорiдного магнiтних полiв H‖

та H⊥ , можуть бути використанi, наприклад, для прецезiйної сепарацiї.

Щоб проiлюструвати доцiльнiсть та ефективнiсть процесу сепарацiї за

допомогою градiєнтним та однорiдного магнiтних полiв, було оцiнено час

T повного роздiлення зважених наночастинок SmCo5 (параметри яких

було наведено вище) у прямокутному резервуарi, дивись рисунок 1.5. Для

цього було зроблено припущення, що межi резервуара перпендикулярнi вi-

сям координат, вiсь x перетинає лiву та праву границi вiдповiдно в точках

x = −L/2 та x = L/2 (L – ширина резервуара вздовж вiсi x ), а кiль-
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Рисунок 1.5 – Схематична дiаграма системи та джерел для однорiдного
та градiєнтного магнiтних полiв. Електромагнiти, що генерують однорiдне
(H⊥ ) та градiєнтне (Hg ) магнiтнi поля, та резервуар суспензiї позначенi
вiдповiдно цифрами 1 and 2.

кiсть зважених наночастинок у обмеженому резервуаром об’ємi дорiвнює

N . В межах визначеної топологiї в результатi ввiмкнення градiєнтного ма-

гнiтного поля наночастинки починають концентруватися поблизу границь

лiворуч та праворуч. Далi, зроблено припущення, що наночастинки розпо-

дiленi у початковий момент часу t = 0 у однорiдний спосiб i характернi

швидкостi v0 i −v0 будуть реалiзованi у випадку t ≪ T , можна зроби-

ти висновок, що якщо H‖ = H⊥ = 0 , то повне роздiлення з Nl ≈ N/2

i Nr ≈ N/2 (Nl та Nr вiдповiдно кiлькостi наночастинок поблизу меж

лiворуч та праворуч) реалiзується за T ≈ L/2v0 (наприклад, T ≈ 6.6min

при L = 1 cm ). Однак, якщо H‖ = gL/2 i H⊥ = 0 , тодi Nl ≈ 0 i Nr ≈ N

при T ≈ L/v0 ≈ 13.2min . Важливо пiдкреслити, що реальнi суспензiї мi-

стять наночастинки рiзного розмiру. Оскiльки характеристична швидкiсть

v0 залежить вiд розмiру частинок, дивись (1.11), час роздiлення T є рi-

зним для рiзних наночастинок. Зокрема, для менших наночастинок SmCo5

з a = 10−5 cm маємо v0 = 3.15 × 10−4 cm s−1 , i тому T ≈ 26.4min , якщо

H‖ = H⊥ = 0 , i T ≈ 52.8min , якщо H‖ = gL/2 i H⊥ = 0 вiдповiдно, тоб-
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то, чим менше розмiр наночастинок, тим повiльнiше йде процес роздiлення.

Також зауважимо, що профiль концентрацiї наночастинок при t ∈ (0, T )

та довiльних H‖ та H⊥ можна легко розрахувати в рамках вищенаведеної

теорiї.
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2 ЗМIННЕ У ЧАСI ГРАДIЄНТНЕ МАГНIТНЕ ПОЛЕ

2.1 Особливостi моделi

Припустимо тепер, що градiєнтне магнiтне поле Hg змiнюється у часi,

тобто Hg = Hg(t) , i має лише компоненту x . У цьому випадку, на вiдмiну

вiд (1.2), градiєнтне поле Hg в центрi наночастинок R = R(t) можна

записати у виглядi

Hg = exgRx sin(Ωt+ φ). (2.1)

Тут g(> 0) - градiєнт магнiтного поля, Rx = Rx(t) - x компонента

R , а Ω i φ ∈ (0, 2π) - вiдповiдно частота та початкова фаза Hg . Це поле

iндукує як поступальний рух частинки вздовж осi x , так i її обертальний

рух. Якщо початкова намагнiченiсть M(0) лежить, наприклад, у площинi

xy , тодi намагнiченiсть M(t) залишається в цiй площинi для всiх t > 0

(цей результат справедливий для "замороженої"намагнiченостi):

M(t) = M(ex cosϕ+ ey sinϕ), (2.2)

де ϕ = ϕ(t) - кут мiж вiссю x i вектором M . З (2.2) та (1.1) випливає,

що ω = ezωz (частинка обертається навколо вiсi z ) i dϕ
dt

= ωz .

Для того, щоб отримати рiвняння, якi описують поступальний та обер-

тальний рухи наночастинки пiд дiєю градiєнтного магнiтного поля (2.1),

ми нехтуємо для простоти iнерцiйними ефектами та використовуємо вiд-

повiднi рiвняння балансу. У нашому випадку, обчислюючи рушiйну силу

fd = V (M · ∂/∂R)Hg [V - об’єм наночастинки, символ · позначає скаляр-

ний добуток ] та рушiйний момент td = VM × Hg , ми зводимо рiвняння

балансу сил fd + ff = 0 до

exMV g cosϕ sin(Ωt+ φ) + ff = 0 (2.3)

( ff - сила тертя) i рiвняння балансу обертального момента td+ tf = 0

до

ezMV gRx sinϕ sin(Ωt+ φ) + tf = 0 (2.4)

( tf - обертальний момент тертя). Якщо динамiка частинок характе-
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ризується малими поступальними та обертальними числами Рейнольдса,

тодi (дивись, наприклад, посилання [4]) ff = −ex6πηa
dRx

dt (η - динамi-

чна в’язкiсть рiдини) i tf = −ez8πηa
3ωz . Нарештi, беручи до уваги, що

ωz = dϕ
dt , i вводячи безрозмiрний час τ = Ωt , безрозмiрне положення ча-

стинок rx = Rx/a i безрозмiрну характеристичну частоту коливань части-

нок

ν =
Mga

6ηΩ
, (2.5)

з рiвнянь (2.3) та (2.4) отримуємо наступну систему зв’язаних дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку:

ṙx = (4/3)ν cosϕ sin(τ + φ), (2.6)

ϕ̇ = −νrx sinϕ sin(τ + φ), (2.7)

де крапка зверху позначає похiдну за безрозмiрним часом τ . Припу-

скається, що розв’язок цих рiвнянь, пара {rx, ϕ} функцiй rx = rx(τ) та

ϕ = ϕ(τ) , задовольняє початковим умовам rx0 = rx(0) i ϕ0 = ϕ(0) ∈

(0, π) .

2.2 Теоретичний аналiз

Незважаючи на їх зовнiшню простоту, систему рiвнянь (2.2.2) та (2.7)

важко розв’язати аналiтично. Тому тут ми представляємо лише деякi то-

чнi результати, що випливають з цiєї системи рiвнянь, а її наближений

розв’язок отримаємо для ν ≪ 1 , |rx0| ≤ 1 i ν ≪ 1 , ν|rx0| ≥ 1 .

2.2.1 Точнi результати

Нехай пара {rx, ϕ} є розв’язком рiвнянь (2.2.2) та (2.7) для заданої

множини (rx0, ϕ0, φ, ν) , rx0 початкових значень i параметрiв ϕ0 , φ and

ν . Тодi можна безпосередньо перевiрити, що пара {rx, π − ϕ} представ-

ляє розв’язок цих рiвнянь для заданих параметрiв (rx0, π − ϕ0, π + φ, ν) .

Аналогiчно можна перевiрити, що розв’язки {−rx, π−ϕ} та {−rx, ϕ} вiд-

повiдають наборам параметрiв (−rx0, π − ϕ0, φ, ν) та (−rx0, ϕ0, π + φ, ν) ,
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вiдповiдно. Таким чином, якщо, наприклад, безрозмiрне початкове поло-

ження частинки rx0 змiнено на −rx0 , початкова фаза φ змiнена на π+φ ,

а iншi параметри ϕ0 i ν не змiнюються, тодi розв’язок рiвнянь (2.2.2) та

(2.7) задається парою {−rx, ϕ} .

Система рiвнянь (2.2.2) та (2.7) також може бути представлена в

iншому виглядi, зручному для теоретичного аналiзу динамiки частинок.

Щоб вивести це представлення ми множимо рiвняння (2.2.2) на sinϕ , а

рiвняння(2.7) на cosϕ i дiлимо друге на перше. Пiсля цього отримуємо

ϕ̇ cosϕ

sinϕ
= −

3

4
rxṙx. (2.8)

Оскiльки за припущенням ϕ0 ∈ (0, π) , очiкується, що кут ϕ = ϕ(τ)

також належить цьому iнтервалу. Використовуючи цю умову та спiввiдно-

шення dr2x/dτ = 2rxṙx , рiвняння (2.8) можна звести до

d

dτ
ln sinϕ = −

3

8

d

dτ
r2x. (2.9)

Нарештi, iнтегруючи обидвi сторони (2.9) за безрозмiрним часом вiд 0

до τ , отримуємо рiвняння

r2x = r2x0 +
8

3
ln

sinϕ0

sinϕ
, (2.10)

яке зв’язує rx та ϕ i може розглядатися як перше рiвняння для визна-

чення розв’язку {rx, ϕ} . Його важливою особливiстю є те, що воно є алге-

браїчним, а не диференцiйним (воно виконується також для незалежного

вiд часу градiєнтного магнiтного поля [31]). Друге рiвняння, яке необхiдне

для знаходження {rx, φ} , може бути записано, наприклад, у формi (2.2.2),

(2.7) або

(

3ṙx
4 sin(τ + φ)

)2

+

(

ϕ̇

rx sin(τ + φ)

)2

= ν2. (2.11)

Рiвняння (2.10) дозволяє зробити деякi загальнi висновки щодо ха-

рактеру динамiки наночастинок. Дiйсно, оскiльки вiдповiдно до (2.10)

rx = rx(ϕ) , змiннi ϕ i τ в (2.7) можна вiдокремити, отримуючи
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∫ ϕ(τ)

ϕ0

dϕ

rx(ϕ) sinϕ
= −νF (τ), (2.12)

де для зручностi введено позначення

F (τ) = cosφ− cos(τ + φ). (2.13)

Звiдси випливає, що кут ϕ є перiодичною функцiєю часу (у всякому

разi при достатньо великих τ ), тобто ϕ(τ) = ϕ(τ + 2πn) з n = 1, 2, . . .

Аналогiчним чином, переписавши (2.10) у виглядi

sinϕ = sinϕ0 exp[−3(r2x − r2x0)/8], (2.14)

переконуємося, що ϕ = ϕ(rx) . Тому, роздiляючи змiннi rx та τ , iз

(2.2.2) знаходимо спiввiдношення

∫ rx(τ)

rx0

drx
cosϕ(rx)

=
4

3
νF (τ), (2.15)

яке показує, що може iснувати перiодичний розв’язок rx(τ) = rx(τ +

2πn) . Зазначимо також, що формальний стацiонарний розв’язок {0, π/2}

рiвнянь (2.2.2) та (2.7) не може бути реалiзований. Дiйсно, при rx(τ) = 0 i

ϕ(τ) = π/2 точна умова (2.10) не може бути виконана для всiх початкових

значень rx0 та ϕ0 .

Використовуючи (2.10), також можна оцiнити кутовий iнтервал, в яко-

му кут намагнiченостi ϕ коливається при |rx0| ≤ rcr , де критичне значення

початкового положення частинок визначається як

rcr = 2

(

2

3
ln

1

sinϕ0

)1/2

. (2.16)

З цим визначенням умова невiд’ємностi правої частини Eq. (2.10) може

бути записана у наступному виглядi: sinϕ ≤ exp[−3(r2cr − r2x0)/8] . Припу-

скаючи, що ϕ0 ∈ (0, π/2) , з цiєї умови отримуємо ϕ ∈ (0, ϕcr) , де крити-

чний кут ϕcr задається як

ϕcr = arcsin exp[−3(r2cr − r2x0)/8]. (2.17)

(зазначимо, що ϕcr ≥ ϕ0 i ϕcr = ϕ0 при rx0 = 0 , ϕcr = π/2 при
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|rx0| = rcr ). Подiбний аналiз показує, що якщо ϕ0 ∈ (π/2, π) , тодi ϕ ∈

(π − ϕcr, π) .

Цiкавою особливiстю критичного кута ϕcr є те, що вiн залежить лише

вiд початкового положення частинки rx0 та початкового кута намагнiче-

ностi ϕ0 , а не вiд початкової фази φ та безрозмiрної характеристичної

частоти ν градiєнтного магнiтного поля. Як наслiдок, кут намагнiченостi

ϕ коливається в межах того самого кутового iнтервалу (0, ϕcr) [ якщо

ϕ0 ∈ (0, π/2)] або (π − ϕcr, π) [ якщо ϕ0 ∈ (π/2, π)] при довiльних значе-

ннях φ i ν . Це досить несподiваний результат, оскiльки якщо, наприклад,

rx0 ∈ (0, rcr) , ϕ0 ∈ (0, π/2) та φ = π , тодi рiвняння (2.7), на перший по-

гляд, дає ϕ̇ > 0 для всiх τ ∈ (0, π) . Якщо так, тодi ϕ може прямувати до

π при τ → π , якщо безрозмiрна частота ν досить велика, тобто ϕ може

перевищувати ϕcr . Однак це мiркування є некоректним, оскiльки, згiдно

з (2.2.2), положення частинки rx спочатку зменшується з τ , а якщо rx

змiнює знак, тодi ϕ̇ теж змiнює знак. Таким чином, обмеження iнтервалiв,

де кут намагнiченостi ϕ коливається при |rx0| ≤ rcr , є прямим наслiдком

складної зв’язаної динамiки rx i ϕ . Також зауважимо, що при |rx0| > rcr

наведений вище аналiз стає непридатним (у цьому випадку права частина

(2.10) є позитивною).

На жаль, ми не можемо точно розв’язати систему рiвнянь (2.2.2) та

(2.7). Тому, щоб проiлюструвати деякi важливi особливостi динамiки нано-

частинок у градiєнтному магнiтному полi, що змiнюється в часi, нижче ми

знаходимо її наближенi розв’язки.

2.2.2 Динамiка наночастинок при ν ≪ 1

Якщо характерна частота коливань частинок невелика, тобто ν ≪ 1 ,

то, згiдно з (2.2.2), всi частинки виконують невеликi поступальнi коливання

поблизу своїх початкових положень. Що стосується обертальних коливань,

то їх амплiтуда залежить вiд параметра νrx i, отже, вiд νrx0 , дивись рiвня-

ння (2.7). Тому ми розглянемо окремо два випадки, коли умови 1) |rx0| ≤ 1

та 2) ν|rx0| ≥ 1 виконуються разом з умовою ν ≪ 1 .

Перший випадок. Представимо розв’язок {rx, ϕ} рiвнянь (2.2.2) та

(2.7) у виглядi rx = rx0+rx1 i ϕ = ϕ0+ϕ1 , де невiдомi функцiї rx1 = rx1(τ)

та ϕ1 = ϕ1(τ) задовольняють умовам |rx1| ∼ ν , |ϕ1| ∼ ν , rx1(0) = 0 i
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ϕ1(0) = 0 . Тодi, зберiгаючи лише доданки порядку ν , цi рiвняння можна

звести до системи незв’язаних рiвнянь

ṙx1 = (4/3)ν cosϕ0 sin(τ + φ). (2.18)

ϕ̇1 = −νrx0 sinϕ0 sin(τ + φ). (2.19)

Розв’язуючи їх з початковими умовами rx1(0) = 0 та ϕ1(0) = 0 , пе-

реконуємось, що у довiдковому випадку, коли ν ≪ 1 та |rx0| ≤ 1 , часова

залежнiсть положення частинок описується формулою

rx = rx0 + (4/3)ν cosϕ0F (τ), (2.20)

а кут намагнiченостi формулою

ϕ = ϕ0 − νrx0 sinφ0F (τ). (2.21)

Неважко перевiрити, що розв’язки (2.20) та (2.21) задовольняють рiвнян-

ням (2.10) та (2.11) вiдповiдно у лiнiйному та квадратичному наближеннях

за параметром ν .

У вiдповiдностi до загального результату попереднього роздiлу, обидвi

змiннi rx i ϕ коливаються з перiодом 2π . Як видно з (2.20) та (2.21), цi

коливання вiдбуваються поблизу середнiх значень

〈rx〉 = rx0 + (4/3)ν cosϕ0 cosφ, (2.22)

〈ϕ〉 = ϕ0 − νrx0 sinϕ0 cosφ, (2.23)

визначених як 〈(·)〉 = (1/2π)
∫ 2π

0 (·)dτ . Оскiльки за припущенням ν ≪

1 , з (2.22) та (2.23) випливає, що середнє та початкове значення rx та ϕ

мало вiдрiзняються.

Використовуючи (2.20), (2.21) та позначення (2.13), ми також можемо

визначити максимальне, max rx , та мiнiмальне, min rx , значення положе-

ння частинки rx
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(

max

min

)

rx = rx0 +
4

3
ν cosϕ0[cosφ+

(

+

−

)

sgn(cosϕ0)] (2.24)

i максимальне, maxϕ , та мiнiмальне, minϕ , значення кута намагнi-

ченостi ϕ

(

max

min

)

ϕ = ϕ0 − νrx0 sinϕ0[cosφ−

(

+

−

)

sgn(rx0)], (2.25)

де знакова функцiя sgn(.) позначає знак аргументу (.) . У зв’язку з

цим зазначимо, що кутовi iнтервали (minϕ,maxϕ) , якi вiдповiдають rx0 >

0 i rx0 < 0 , визначаються за формулою (2.25) набагато точнiше, нiж тi, що

використовували критичний кут ϕcr . Причина полягає в тому, що формула

(2.17) (нагадаємо, що вона виконується при |rx0| ≤ rcr ) визначається для

довiльних значень параметрiв φ та ν , i тому кутовi iнтервали (0, ϕcr) та

(π− ϕcr, π) не враховують специфiчнi особливостi динамiки наночастинок

при ν ≪ 1 та |rx0| ≤ 1 . Пiдсумовуючи, можна зробити висновок, що

в цьому випадку обертання та перемiщення наночастинок вiдбуваються

поблизу початкових значень ϕ0 i rx0 .

Другий випадок. Якщо ν ≪ 1 i ν|rx0| ≥ 1 , тодi, як i ранiше, ми мо-

жемо представити положення частинки у виглядi rx = rx0+ rx1 , де, згiдно

з (2.2.2), |rx1| ∼ ν . Остання умова показує, що доданок νrx в (2.7) може

бути приблизно замiнений на νrx0 . Тому динамiку наночастинок у цьому

випадку можна описати системою спрощених диференцiальних рiвнянь

ṙx1 = (4/3)ν cosϕ sin(τ + φ), (2.26)

ϕ̇ = −νrx0 sinϕ sin(τ + φ). (2.27)

На вiдмiну вiд рiвнянь (2.18) та (2.19) цi рiвняння є зв’язаними, а

оскiльки ν|rx0| ≥ 1 , лише рiвняння (2.2.2) мiстить малий параметр ν . Для

того, щоб знайти розв’язок рiвнянь (2.26) та (2.27) з початковими умовами

rx1(0) = 0 та ϕ(0) = ϕ0 , нам потрiбно спочатку розв’язати рiвняння (2.27),

а потiм, використовуючи отриманий розв’язок, розв’язати рiвняння (2.26).

Рiвняння (2.27) можна легко розв’язати методом вiдокремлення змiн-

них. Дiйсно, використовуючи табличний iнтеграл
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∫

dx

sin x
=

1

2
ln

1− cosx

1 + cosx
,

iз (2.27) одразу отримуємо

ln
1− cosϕ

1 + cosϕ
− ln

1− cosϕ0

1 + cosϕ0
= −2νrx0F (τ). (2.28)

Розв’язуючи рiвняння (2.28) вiдносно cosϕ , пiсля деяких простих обчи-

слень можна отримати наступний вираз:

cosϕ =
cosϕ0 + tanh[νrx0F (τ)]

1 + cosϕ0 tanh[νrx0F (τ)]
. (2.29)

Вiн показує, що оскiльки ν|rx0| ≥ 1 , iнтервал коливань ϕ , загалом, не

малий.

Тепер пiдставляємо праву частину (2.29) у рiвняння (). Потiм, iнтегру-

ючи обидвi сторони цього рiвняння по τ в iнтервалi (0, τ) та враховуючи,

що rx1(0) = 0 , ми можемо записати його розв’язок у виглядi

rx1 =
4νF (τ)

3 cosϕ0
−

4 sin2 ϕ0

3rx0 cosϕ0

∫ νrx0F (τ)

0

dx

1 + cosϕ0 tanhx
. (2.30)

Хоча iнтеграл у (2.30) може бути обчислений аналiтично для довiльних

значень ϕ0 (дивись, наприклад, у посиланнi [37] формулу 2.448), результат

є досить громiздким. Тому тут ми аналiзуємо лише три окремi випадки,

коли ϕ0 = 0, π/2 та π . Якщо ϕ0 = 0 або π , то, згiдно (2.29) та (2.30),

отримуємо

cosϕ|ϕ0=0,π = ±1, rx1|ϕ0=0,π = ±(4/3)νF (τ), (2.31)

де верхнiй та нижнiй знаки вiдповiдають ϕ0 = 0 та ϕ0 = π . Цi умови

показують, що наночастинки не обертаються (ϕ = 0 при ϕ0 = 0 i ϕ =

π при ϕ0 = π ), а виконують лише малi поступальнi коливання поблизу

початкового положення rx0 ( rx|ϕ0=0,π = rx0 + rx1|ϕ0=0,π ). Якщо ϕ0 = π/2 ,

то формули (2.29) та (2.30) приводять до наступних умов:

cosϕ|ϕ0=π/2 = tanh[νrx0F (τ)], rx1|ϕ0=π/2 = 0 (2.32)
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(щоб уникнути непорозумiння, ми вказуємо, що друга умова в (2.32)

визначається як межа: rx1|ϕ0=π/2 = limϕ0→π/2 rx1 ). Таким чином, на вiдмiну

вiд попереднього випадку, наночастинки виконують лише обертальнi коли-

вання, амплiтуда яких, як це випливає з першої умови в (2.32), не є малою

(оскiльки ν|rx0| ≥ 1 ).
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ВИСНОВКИ

В ходi виконання другого етапу даної НДР були отриманi такi основнi

результати

Градiєнтне магнiтне поле створює силу, яка дiє на зваженi в рiди-

нi феромагнiтнi наночастинки, викликає їх поступальний рух в напрямку

градiєнта поля. На противагу, зовнiшнє однорiдне магнiтне поле не ство-

рює нiякої сили, i, тому, це поле не впливає безпосередньо на поступальний

рух цих частинок. Однак якщо на частинки впливають як градиентное,

так i однорiдне магнiтнi поля, останнє може впливати на їх транспортнi

властивостi. Причина полягає в тому, що сила, викликана градiєнтом ма-

гнiтного поля, залежить вiд напрямку намагнiченостi частинки. Отже, хоч

i не прямо, але змiнюючи напрямок намагнiчування, однорiдне магнiтне

поле (разом з градiєнтним магнiтним полем) може впливати на рух зваже-

них феромагнiтних наночастинок.

Для детального вивчення цього ефекту було застосовано мiнiмальний

набiр рiвнянь, що описує пов’язану поступальну та обертальну динамiку

зважених наночастинок пiд дiєю градiєнтних та однорiдних магнiтних по-

лiв. Шляхом аналiтичного та чисельного розв’язання цих рiвняннь було ви-

явлено що наночастинки виявляють складну динамiчну поведiнку. Зокре-

ма, встановлено, що в залежностi вiд початкового положення частинок

iснують чотири рiзнi режими спрямованого транспорту таких наночасти-

нок. А саме, швидкiсть частинок у цих режимах (I) з часом збiльшується,

а потiм насичується, (II) зменшується, а потiм збiльшується до значення

насиченого, (III) зменшується до нуля, а (IV) зменшується до нуля, змiнює

знак i знову насичується. Також було показано, що зовнiшнє однорiдне

магнiтне поле суттєво змiнює iнтервали значень початкових положень ча-

стинок, де реалiзуються цi режими. Виходячи з цих властивостей, було

запропонувано використовувати градiєнтнi та однорiднi магнiтнi поля для

керованого роздiлення зважених наночастинок. Є також пiдстави вважати,

що спостережуванi властивостi спрямованого транспорту можуть бути ко-

рисними для таких бiомедичних застосувань, зокрема для технологiї адре-

сної доставки лiкарських засобiв та сепарацiї клiтинних культур [38, 39].

Також аналiтично було вивчено поступальну, так i обертальну дина-

мiку зважених феромагнiтних наночастинок у нещiльнiй ферорiдинi, пiд
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дiєю градiєнтного магнiтного поля, яке змiнюється в часi. Запропонований

пiдхiд базується на основних припущеннях, що в основному рiвняння ру-

ху (1.1) нехтують iнерцiйними ефектами, у зовнiшнiй дiї (2.1) iгнорують

тепловi коливання, а в магнiтнiй динамiцi наночастинки вектор намагнi-

ченостi (2.2) вважається "вмороженим"в кристалiчну решiтку частинки. У

межах цих наближень, якi мають мiсце для вiдносно великих наночастинок

iз сильною одновiсною анiзотропiєю, було також виведено зв’язаний набiр

диференцiальних рiвнянь першого порядку, що описують поступальний та

обертальний рух таких частинок.

Використовуючи цi рiвняння, положення частинки, яке описує посту-

пальний рух частинки вздовж градiєнтного магнiтного поля було виражено

через кут, що утворює вектор нмагнiченостi у процесi обертального руху.

Було продемонстровано, що цей вираз вiдiграє важливу роль для подаль-

шого теоретичного аналiзу динамiки наночастинок. Зокрема, використову-

ючи цей вираз, було показано, що розв’язок похiдного набору рiвнянь руху

завжди є перiодичним (з перiодом градiєнтного поля) оцiненi iнтервали для

кута намагнiчування. Крiм того, щоб отримати глибше розумiння динамiки

наночастинок, було розв’язано цей набiр рiвнянь для частинок, близьких

до початку вiдлiку координатної вiсi та для частинок, що вiддаленi вiд

нього значним чином. При цьому припускалося, що що характерна часто-

та коливань частинок мала. Виявилося, що коли поступальнi коливання

малi для всiх частинок, то обертальнi коливання малi лише для частинок,

близьких до початку координат.

Оскiльки поступальна та обертальна динамiка феромагнiтних нано-

частинок вiдповiдає за основнi властивостi їх ансаблiв, є пiдстави вважа-

ти, що теоретичнi результати, отриманi в рамках НДР, будуть корисними

для ряду сучасних застосувань. Зокрема, результуюча швидкiсть руху ча-

стинок, яка безпосередньо визначається наведеними вище результатами,

може бути використана для розрахунку втрат потужностi, що виникають

внаслiдок тертя мiж наночастинками та рiдиною. Цей внесок у загальну

втрату потужностi може бути важливим, наприклад, для застосувань ма-

гнiтної гiпертермiї. Крiм того, теоретичний аналiз, проведений тут, може

представляти iнтерес також для вже згаданих технологiй адресної достав-

ки лiкiв та магнiтної сепарацiї. Головним чинником тут є той факт, що
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змiнне магнiтне поле, яке застосовується перпендикулярно перiодиччному

градiєнтному магнiтному полю, може спричинити спрямований транспорт

феромагнiтних наночастинок вздовж градiєнтного поля.
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