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Èçëîæåí àëãîðèòì ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ôëóêòóàöèîííîãî àíàëèçà 

(ÌÔÔÀ), ïðîòåñòèðîâàííûé íà áèíàðíîì ìóëüòèôðàêòàëå Êàíòîðà è 
íåêîððåëèðîâàííîì ñàìîïîäîáíîì ðÿäå. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé èññëåäîâàíû 
ìóëüòèôðàêòàëüíûå ñïåêòðû îáìåííûõ êóðñîâ âàëþò, ýëåêòðîêàðäèîãðàìì 
ñåðäöà è ïðîöåññà àíîìàëüíîé äèôôóçèè. Ïîêàçàíî, ÷òî êðèçèñ ïðèâîäèò ê 
óñèëåíèþ ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ âðåìåííûõ ðÿäîâ ýêîíîìè÷åñêèõ 
ïîêàçàòåëåé è ïîÿâëåíèþ êîððåëÿöèé â èõ èçìåíåíèè. Â ìåäèöèíå èñïîëüçîâàíèå 
ìåòîäà ÌÔÔÀ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè 
ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñïåêòðîâ è ãðóïïàìè ñåðäå÷íûõ ïàòîëîãèé. Íà ôèçè÷åñêîì 
ïðèìåðå ïîêàçàíî, ÷òî òðàíñôîðìàöèÿ ïîë¸òîâ Ëåâè â íîðìàëüíóþ äèôôóçèþ 
îáóñëîâëåíà îñëàáëåíèåì êîððåëÿöèé â ñìåùåíèÿõ ÷àñòèöû, ïðèâîäÿùèì ê 
ñóæåíèþ ñïåêòðà ìóëüòèôðàêòàëà.  

 
ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Âðåìåííîé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé èññëåäóåìîé 
âåëè÷èíû, çàôèêñèðîâàííûõ ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Êàê 
ïðàâèëî, âðåìåííûìè ðÿäàìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ 
âåëè÷èí, íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå ïðèìåðû êîòîðûõ äàþò êîëåáàíèÿ 
îáìåííûõ êóðñîâ âàëþò è âðåìåííûå èçìåíåíèÿ äðóãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ 
ïîêàçàòåëåé. Åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå íàáëþäåíèé ïðèðîäíûõ 
ÿâëåíèé òàêæå ñâîäèòñÿ ê âðåìåííûì ðÿäàì èçìåðåíèé òåìïåðàòóðû 
âîçäóõà, êîëè÷åñòâà îñàäêîâ, ñêîðîñòè âåòðà è äðóãèõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ 
äàííûõ. Êðîìå ýêîíîìèêè è ìåòåîðîëîãèè, âðåìåííûå ðÿäû øèðîêî 
èñïîëüçóþòñÿ â ìåäèöèíå, ãäå íàèáîëåå ÿðêèé ïðèìåð äà¸ò 
ýëåòðîêàðäèîãðàììà ñåðäöà, à òàêæå ïðè îïèñàíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ â ôèçèêå, õèìèè, ñîöèîëîãèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è 
òåõíèêè [1].  

Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ðàçðàáîòêè è âåðèôèêàöèè 
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíûì îáðàçîì 
ïðåäñòàâèòü ýâîëþöèþ ñëîæíûõ ñèñòåì íà îñíîâå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ 
äàííûõ [2]. Òàêîé àíàëèç ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ êîððåëÿöèîííûõ 
ôóíêöèé âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò âðåìåííûå 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó. Áóäó÷è 
òðàäèöèîííûì ðàçäåëîì ñòàòèñòèêè, àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ 
îñíîâûâàåòñÿ íà êëàññå ìîäåëåé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, êîòîðûå 
îòâå÷àþò ïðîñòåéøåìó ñëó÷àþ ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà [3]. 
Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåàëüíûé âðåìåííîé ðÿä 
îòâå÷àåò ñêîðåå ïîë¸òàì Ëåâè, íåæåëè ãàóññîâñêèì ïðîöåññàì, êîòîðûå 
ÿâëÿþòñÿ èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì. Èçâåñòíàÿ îñîáåííîñòü ïîë¸òîâ Ëåâè 
ñîñòîèò â èõ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 
[1], â ñâÿçè ñ ÷åì ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñâîäèòñÿ ê 
àíàëèçó ñàìîïîäîáíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå 
ïðåäñòàâëÿþòñÿ (ìóëüòè)ôðàêòàëüíûìè ìíîæåñòâàìè [4]. Ñòàòèñòè÷åñêîå 
îïèñàíèå ñàìîïîäîáíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, îñíîâàííîå íà 
òåðìîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè [5], ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü èõ ãëîáàëüíûå 
õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùèå ïðåäñêàçóåìîñòü èçìåíåíèé ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû. Îäíàêî ïðè ýòîì âûïàäàþò èç ðàññìîòðåíèÿ ëîêàëüíûå 



Вісник СумДУ. Серія “Фізика, математика, механіка”, № 2’2008 71

ñâîéñòâà, ïðåäñòàâëåíèå êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ â ðàìêàõ ìåòîäà 
ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ôëóêòóàöèîííîãî àíàëèçà (ÌÔÔÀ) [6], 
ïîçâîëèâøåãî èññëåäîâàòü âðåìåííûå ðÿäû â ýêîíîìèêå [7], ìåäèöèíå [8] 
è ìåòåîðîëîãèè [9]. 

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà îòêðûâàåòñÿ èçëîæåíèåì àëãîðèòìà ÌÔÔÀ. Â 
ðàçäåëå 2 ïðîâîäèòñÿ åãî òåñòèðîâàíèå äëÿ áèíàðíîãî ìóëüòèôðàêòàëà 
Êàíòîðà è íåêîððåëèðîâàííîãî ñàìîïîäîáíîãî ðÿäà, êîòîðûå äîïóñêàþò 
àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå. Ðàçäåëû 3, 4 ïîñâÿùåíû îïèñàíèþ 
ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñïåêòðîâ îáìåííûõ êóðñîâ âàëþò è 
ýëåêòðîêàðäèîãðàìì ñåðäöà, êîòîðûå äàþò íàèáîëåå ÿðêèå ïðèìåðû 
âðåìåííûõ ðÿäîâ â ýêîíîìèêå è ìåäèöèíå. Èõ èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, 
÷òî êðèçèñ ïðèâîäèò ê óñèëåíèþ ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ âðåìåííûõ 
ðÿäîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé è ïîÿâëåíèþ êîððåëÿöèé â èõ 
èçìåíåíèè. Â ìåäèöèíå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ÌÔÔÀ ïîçâîëÿåò 
óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè ìóëüòèôðàêòàëüíûõ 
ñïåêòðîâ è ãðóïïàìè ñåðäå÷íûõ ïàòîëîãèé. Â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîãî 
ïðèìåðà â ðàçäåëå 5 ðàññìîòðåíî ìóëüòèôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, 
ïîðîæäàåìîå ïðîöåññîì àíîìàëüíîé äèôôóçèè. Ðàçäåë 6 çàâåðøàåò íàøå 
ðàññìîòðåíèå îáñóæäåíèåì. 

 
1 ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÌÔÔÀ 

Àëãîðèòì ýòîãî ìåòîäà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì øàãàì [6]. Ñíà÷àëà èç 
ðÿäà ( )x k , 0,1,2,...,k N=  âûäåëÿåì ôëóêòóàöèîííûé ïðîôèëü 

[ ]
1

( ) ( )
i

k

y i x k x
=

= −∑ ,    (1) 

îòñ÷èòàííûé îò ñðåäíåé âåëè÷èíû x . Çàòåì ðàçäåëÿåì ïîëó÷åííûå 
çíà÷åíèÿ ( )y i  ïî íåïåðåñåêàþùèìñÿ ñåãìåíòàì äëèíû s , ÷èñëî êîòîðûõ 

ðàâíî öåëîìó çíà÷åíèþ [ / ]sN N s= . Òàê êàê äëèíà ðÿäà N  íå âñåãäà 
êðàòíà âûáðàííîé øêàëå s , òî â îáùåì ñëó÷àå ïîñëåäíèé ó÷àñòîê 
ñîäåðæèò ÷èñëî òî÷åê, ìåíüøå ÷åì s . Äëÿ ó÷¸òà ýòîãî îñòàòêà ñëåäóåò 
ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó äåëåíèÿ íà ñåãìåíòû, íà÷èíàÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíîãî 
êîíöà ðÿäà. Â ðåçóëüòàòå ïîëíîå ÷èñëî ñåãìåíòîâ, îáëàäàþùèõ äëèíîé s , 
ñîñòàâèò 2 sN . 

Ïîñêîëüêó èçìåíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ( )y i  ïðîèñõîäèò âáëèçè 

çíà÷åíèÿ ( ) 0y iν ≠ , îáóñëîâëåííîãî îïðåäåë¸ííîé òåíäåíöèåé (òðåíäîì) 

ýâîëþöèè ðÿäà, òî äàëåå ñëåäóåò íàéòè ëîêàëüíûé òðåíä ( )y iν  äëÿ 

êàæäîãî èç 2 sN  ñåãìåíòîâ. Ïðè ýòîì ïðîùå âñåãî èñïîëüçîâàòü ìåòîä 

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðåäñòàâëÿÿ òðåíä ( )y iν  ïîëèíîìîì, ñòåïåíü 

êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü èíòåðïîëÿöèþ ñ 
îøèáêîé, íå ïðåâûøàþùåé çàäàííûé ïðåäåë. Çàòåì îïðåäåëÿåì 
äèñïåðñèþ 

( ){ }
2

2

1

1
( , ) 1 ( )

s

i

F s y s i y i
s νν ν

=

= − + −  ∑    (2) 

äëÿ ñåãìåíòîâ 1,..., sNν = , ñëåäóþùèõ â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè, è 
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå  

( ){ }
2

2

1

1
( , ) ( )

s

s
i

F s y N N s i y i
s νν ν

=

= − − + −  ∑    (3) 



Вісник СумДУ. Серія “Фізика, математика, механіка”, № 2’2008 72

äëÿ îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1,...,2s sN Nν = + .  

Íà ñëåäóþùåì øàãå ââîäèì äåôîðìèðîâàííóþ äèñïåðñèþ 
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∑ ,   (4) 

ïîëó÷åííóþ âîçâåäåíèåì âûðàæåíèé (2), (3) â ñòåïåíü q  è ïîñëåäóþùèì 

óñðåäíåíèåì ïî âñåì ñåãìåíòàì. Ïîñêîëüêó ïðè 0q =  ðàâåíñòâî (4) 

ñîäåðæèò íåîïðåäåë¸ííîñòü, òî âìåñòî íåãî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü 
ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå 
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Èçìåíÿÿ âðåìåííóþ øêàëó s  ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîêàçàòåëå q , 

íàõîäèì çàâèñèìîñòü ( )qF s , ïðåäñòàâëÿÿ å¸ â äâîéíûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ 

êîîðäèíàòàõ. Åñëè èññëåäóåìûé ðÿä ñâîäèòñÿ ê ñàìîïîäîáíîìó 
ìíîæåñòâó, ïðîÿâëÿþùåìó äàëüíîäåéñòâóþùèå êîðåëëÿöèè, òî 
ôëóêòóàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ( )qF s  ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ  

( )( ) h q
qF s s∝      (6) 

ñ îáîáù¸ííûì ïîêàçàòåëåì Õåðñòà ( )h q , âåëè÷èíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ 
ïàðàìåòðîì q . Èç îïðåäåëåíèé (4), (6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 2q =  ýòîò 

ïîêàçàòåëü ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó çíà÷åíèþ H . Äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ, 
êîòîðûå îòâå÷àþò ìîíîôðàêòàëüíîìó ìíîæåñòâó, ôëóêòóàöèîííàÿ 

ôóíêöèÿ 2( , )F sν  îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ñåãìåíòîâ ν , è îáîáù¸ííûé 

ïîêàçàòåëü Õåðñòà ( )h q H=  íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà äåôîðìàöèè q . Äëÿ 
ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ðÿäîâ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ q  îñíîâíîé âêëàä â 

ôóíêöèþ ( )qF s  äàþò ñåãìåíòû ν , ïðîÿâëÿþùèå áîëüøèå îòêëîíåíèÿ 

2( , )F sν , à ïðè îòðèöàòåëüíûõ q  äîìèíèðóþò ñåãìåíòû ñ ìàëûìè 

äèñïåðñèÿìè 2( , )F sν . Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè 

îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ q  îáîáù¸ííûé ïîêàçàòåëü Õåðñòà ( )h q  

îïèñûâàåò ñåãìåíòû, ïðîÿâëÿþùèå ìàëûå ôëóêòóàöèè, à ïðè 
ïîëîæèòåëüíûõ – áîëüøèå. 

Ïðè ðåàëèçàöèè èçëîæåííîãî àëãîðèòìà ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ñ 
ðîñòîì ðàçìåðà ñåãìåíòîâ äî /4s N>  ôóíêöèÿ ( )qF s  òåðÿåò 

ñòàòèñòè÷åñêóþ èíôîðìàòèâíîñòü ââèäó ìàëîñòè ÷èñëà 4sN <  ñåãìåíòîâ, 

èñïîëüçóåìûõ ïðè óñðåäíåíèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåíèå óêàçàííîé 
ïðîöåäóðû ïðåäïîëàãàåò èñêëþ÷åíèå, ñ îäíîé ñòîðîíû, áîëüøèõ 
ñåãìåíòîâ ( /4)s N> , à ñ äðóãîé – ìàëûõ ( 10)s < .  

Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñêåéëèíãîâûõ ñâîéñòâ âðåìåííîãî ðÿäà 
ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä îò ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà ( )h q  ê ìàññîâîìó ïîêàçàòåëþ 

( )qτ  è ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè ( )f α , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè 

õàðàêòåðèñòèêàìè ìóëüòèôðàêòàëîâ [6]:  
 

( ) ( ) 1q qh qτ = − ,     (7) 
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( ) ( ) ( ( ))f q qα α α τ α= − .    (8) 

 
Çäåñü çíà÷åíèå ( )q α  îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ( )qτ α′ = , ãäå øòðèõ 

îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî àðãóìåíòó. Ïðè | | 1q >>  çàâèñèìîñòü ( )qτ  

èìååò ëèíåéíî âîçðàñòàþùèé âèä ñ êðèâîëèíåéíûì ó÷àñòêîì âáëèçè 
0q = , êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò çàìåäëåíèå ðîñòà ìàññîâîãî ïîêàçàòåëÿ τ  ñ 

óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà äåôîðìàöèè q . Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ( )f α  
îïðåäåëÿåò íàáîð ìîíîôðàêòàëîâ ñ ðàçìåðíîñòÿìè α , êîòîðûå 
ôîðìèðóþò èññëåäóåìîå ìíîæåñòâî: ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî 
ìîíîôðàêòàëîâ ñ äàííûì α , êîòîðûå ïîïàäàþò â ÿ÷åéêè ðàçìåðîì l , 

ïîêðûâàþùèå ýòî ìíîæåñòâî, çàäà¸òñÿ ñîîòíîøåíèåì ( )( ) fN l αα −∼ . 

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ øèðèíà ñïåêòðà ( )f α  áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì 
ñèëüíåå âûðàæåíû ìóëüòèôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà (òàê, ìîíîôðàêòàë 
õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì α ) [4]. 

 
2 ÒÅÑÒÈÐÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÌÔÔÀ 

Ïðîâåäåì òåñòèðîâàíèå èçëîæåííîãî ìåòîäà íà âðåìåííûõ ðÿäàõ, 
äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, – áèíîìèàëüíîì è 
íåêîððåëèðîâàííîì ðÿäå ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ [6]. 

 
2.1 Áèíîìèàëüíûé ðÿä 

Áèíîìèàëüíûé ìóëüòèôðàêòàëüíûé ðÿä ñîñòîèò èç 2nN =  ÷ëåíîâ 
, 1,...,kx k N= , îïðåäåë¸ííûõ ðàâåíñòâîì 

( ) ( 1)( 1) 1
n m km k

kx p p
− −−= − ,   (9) 

ãäå ïàðàìåòð p  îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü 1/2 1p≤ ≤ , à ( )m k  îçíà÷àåò 

êîëè÷åñòâî åäèíèö â áèíàðíîì êîäå ÷èñëà k  (íàïðèìåð, (13) 3,m =  òàê 
êàê ÷èñëî 13 ïðåäñòàâëÿåòñÿ áèíàðíûì êîäîì 1101). Îáîáùåííûé 
ïîêàçàòåëü Õåðñòà è ìàññîâûé ïîêàçàòåëü ðÿäà (9) âûðàæàþòñÿ 
ðàâåíñòâàìè [6] 

ln (1 )1

ln2

q qp p
h

q q

 + − = − ,   (10) 

ln (1 )

ln2

q qp p
τ

 + − = − .    (11) 

Ïðè òåñòèðîâàíèè ìåòîäà ÌÔÔÀ ó÷¸ò òðåíäà â ðàâåíñòâàõ (2), (3) 
îáåñïå÷èâàëñÿ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìà ( )y iν  ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Ýòî 

ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè ( )qF s , ïîêàçàííîé íà ðèñ.1a ïðè ðàçëè÷íûõ 

çíà÷åíèÿõ q  â äâîéíûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ îñÿõ. Ïðè 50 500s< <  îíà 

îáíàðóæèâàåò õîðîøî âûÿâëåííûé ëèíåéíûé ó÷àñòîê, íàêëîí êîòîðîãî 
îïðåäåëÿåò îáîáù¸ííûé ïîêàçàòåëü Õåðñòà ( )h q , ïîêàçàííûé íà ðèñ.1b. 
Òîãäà èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà (7) ïðèâîäèò ê ìàññîâîìó ïîêàçàòåëþ 
( )qτ , çàâèñèìîñòü êîòîðîãî îò ïàðàìåòðà äåôîðìàöèè èçîáðàæåíà íà 

ðèñ.1c. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ÌÔÔÀ, ñ 
àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè (10) è (11) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 
âåðîÿòíîñòè p  óêàçûâàåò íà èõ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå. 



Вісник СумДУ. Серія “Фізика, математика, механіка”, № 2’2008 74

 
Ðèñóíîê 1 – Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè áèíîìèàëüíîãî ðÿäà (9) îò ðàçìåðà 

ñåãìåíòà s  ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà äåôîðìàöèè q  (a) 
( 16, 0,75n p= = ); ïîêàçàòåëü Õåðñòà (b) è ìàññîâûé ïîêàçàòåëü (c) äëÿ 
áèíîìèàëüíûõ ðÿäîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà p  ïðè 16n =  

(çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, îòìå÷åííûå êðóæêàìè, òðåóãîëüíèêàìè è êâàäðàòèêàìè, 
ïîëó÷åíû ìåòîäîì ÌÔÔÀ, ñïëîøíûå ëèíèè – íà îñíîâå ðàâåíñòâ (10) è (11)) 

 
2.2 Íåêîððåëèðîâàííûå ñàìîïîäîáíûå ðÿäû  

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðÿä, ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ 
êîòîðîãî ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè  

 

( 1)( )P x x αα − += ,    (12) 

ñòåïåííîé õàðàêòåð êîòîðîé îòðàæàåò ñàìîïîäîáèå ìíîæåñòâà 1 x≤ < ∞  
ïðè 0α > . Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü Õåðñòà âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì [6] 
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{1/ ,
1/ .

q ïðè qh ïðè q
α

α α
>= <     (13) 

Íà ðèñ.2 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé ( )h q  è ( )qτ , ïîëó÷åííûõ 

ìåòîäîì ÌÔÔÀ è ïî ôîðìóëàì (13) è (7) äëÿ ðÿäîâ ñ ôóíêöèåé 
ðàñïðåäåëåíèÿ (12) ïðè ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëÿõ α . Êàê è âûøå, 
îáíàðóæèâàåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ äàííûõ. 

 
Ðèñóíîê 2 – Ïîêàçàòåëü Õåðñòà (a) è ìàññîâûé ïîêàçàòåëü (b) 

íåêîððåëèðîâàííîãî ñàìîïîäîáíîãî ðÿäà ïðè ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëÿõ α ; 
 çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, îòìå÷åííûå êðóæêàìè, òðåóãîëüíèêàìè è 
êâàäðàòèêàìè, ïîëó÷åíû ìåòîäîì ÌÔÔÀ, ñïëîøíûå ëèíèè – ïî ôîðìóëå 
(13)  (÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà 162N = ) 

 
3 ÀÍÀËÈÇ ÎÁÌÅÍÍÛÕ ÊÓÐÑÎÂ ÂÀËÞÒ 

Â ïîñëåäíèå ãîäû ýêîíîìè÷åñêèå ñèñòåìû ïðèâëåêàþò ïîñòîÿííîå 
âíèìàíèå íå òîëüêî ó ñàìèõ ýêîíîìèñòîâ, íî è â ñðåäå ñïåöèàëèñòîâ ïî 
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, ãäå íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â 
èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ ñèñòåì [1]. Ôèíàíñîâûå ðûíêè äàþò ðåàëüíûé 
ïðèìåð òàêèõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó èõ ïîâåäåíèå ïîäâåðæåíî ðàçëè÷íîãî 
ðîäà âîçäåéñòâèÿì ìèêðî- è ìàêðîñêîïè÷åñêîé ïðèðîäû. Ïðèìåðû òàêîãî 
âëèÿíèÿ äàþò ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íà òîâàðû è 
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óñëóãè, ôèíàíñîâûå ðîñòû è êðèçèñû, âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ òèïà 
ñòèõèéíûõ áåäñòâèé è ãåîïîëèòè÷åñêèõ ñîáûòèé, à òàêæå ìíîãîå äðóãîå. 

Îñíîâíûì ìåòîäîì îïèñàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ 
âðåìåííûå ðÿäû, íàèáîëåå ÿðêèé ïðèìåð êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò 
îáìåííûå êóðñû âàëþò. Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ [7] ïîêàçàëè, ÷òî 
îòâå÷àþùèå èì âðåìåííûå ðÿäû îáëàäàþò ìóëüòèôðàêòàëüíûì ñïåêòðîì, 
èññëåäîâàíèå êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ ìåòîäîì ÌÔÔÀ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà 
òàêîãî ðÿäà ðàññìîòðèì äèíàìèêó èçìåíåíèÿ êóðñà äîëëàðà ÑØÀ ê 
ðîññèéñêîìó ðóáëþ (ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûå ìîãóò áûòü íàéäåíû â 
àðõèâå öåíòðàëüíîãî áàíêà ÐÔ ïî àäðåñó www.cbr.ru). 

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ìåòîäèêå êîëåáàíèÿ âàëþòíûõ êîòèðîâîê 
ïðåäñòàâëÿþòñÿ âðåìåííûì ðÿäîì ðàçíèöû ëîãàðèôìîâ îáìåííûõ êóðñîâ 
( ) ln( ( )) ln( ( 1))r t P t P t= − − , ãäå ( )P t  – öåíà âàëþòû â äåíü t. Íà ðèñ. 3 

ïðèâåäåíî èçìåíåíèå òàêîé ðàçíèöû ñ àâãóñòà 1995 ïî ìàé 2008 ãîäà.  

 
Ðèñóíîê 3 – Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ îáìåííîãî êóðñà äîëëàðà ÑØÀ ê ðóáëþ 

ÐÔ (âåðõíÿÿ âñòàâêà äà¸ò óâåëè÷åííûé ìàñøòàá èçìåíåíèé äî êðèçèñà, 
íèæíÿÿ – ïîñëå) 

 
Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü ïðèâåäåííîãî ãðàôèêà ñîñòîèò â íàëè÷èè 

ó÷àñòêà, îáíàðóæèâàþùåãî àíîìàëüíî áîëüøèå èçìåíåíèÿ ðàçíîñòè 
êóðñà. Ýòè èçìåíåíèÿ îòðàæàþò ôèíàíñîâûé êðèçèñ, ðàçðàçèâøèéñÿ â 
Ðîññèè îñåíüþ 1998 ãîäà, êîãäà ñòîèìîñòü äîëëàðà ìíîãîêðàòíî âîçðîñëà 
â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé. 

Ñëåäóÿ ìåòîäó ÌÔÔÀ, ðàññìîòðèì âëèÿíèå ýòîãî êðèçèñà íà 
ìóëüòèôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà âðåìåííîãî ðÿäà. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîâåäåì 
ðàçäåëüíûé àíàëèç äâóõ ó÷àñòêîâ ðÿäà, îäèí èç êîòîðûõ ïðåäøåñòâóåò 
êðèçèñó, à äðóãîé ñëåäóåò çà íèì (ïåðèîä ñàìîãî êðèçèñà – ñ àâãóñòà 1998 
ïî èþíü 1999 ãîäà. – ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ êàê 
íåïðåäñêàçóåìûé). Èç çàâèñèìîñòåé, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ.4, âèäíî, ÷òî 
âñëåäñòâèå êðèçèñà ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ( )f α  ïðèîáðåòàåò áîëåå 
øèðîêèé èíòåðâàë α∆  èçìåíåíèÿ ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé: äî êðèçèñà 

0,99α∆ ≈ , à ïîñëå 1,2α∆ ≈ . Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàçìûòèè 
ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà â ðåçóëüòàòå ïîäîðîæàíèÿ âàëþòû. 

Áîëåå ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î âëèÿíèè ôèíàíñîâîãî êðèçèñà íà 
ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà âðåìåííîãî ðÿäà äîñòèãàåòñÿ èññëåäîâàíèåì 

http://www.cbr.ru
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êîððåëÿöèé íà êàæäîì èç âûäåëåííûõ ó÷àñòêîâ. Ñ ýòîé öåëüþ ñðàâíèì 
ñïåêòð èñõîäíîãî ðÿäà ñ åãî ôîðìîé ïîñëå òîãî, êàê ÷ëåíû ðÿäà áûëè 
ïåðåñòàâëåíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Î÷åâèäíî, â îòñóòñòâèå êîððåëÿöèè 
òàêîå ïåðåìåøèâàíèå íå ìîæåò ñêàçàòüñÿ íà ñïåêòðå ìóëüòèôðàêòàëà, 
òîãäà êàê ðýíäîìèçàöèÿ ñêîððåëèðîâàííîãî ðÿäà äîëæíà ñóùåñòâåííî 
ñóçèòü åãî ñïåêòð. Èç ðèñ.5a âèäíî, ÷òî íà ó÷àñòêå, ïðåäøåñòâóþùåì 
êðèçèñó, ïåðåìåøèâàíèå ðÿäà ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåò øèðèíó 
ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà: 0.08original shuffledα α∆ − ∆ ≈ − , ãäå originalα∆  è 

shuffledα∆  îçíà÷àþò øèðèíó ñïåêòðà äëÿ èñõîäíîãî è ïåðåìåøàííîãî 

ðÿäîâ ñîîòâåòñòâåííî.  

 
 

Ðèñóíîê 4 – Ñðàâíåíèå ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà (a) è ñïåêòðàëüíîé 
ôóíêöèè (b) äëÿ ó÷àñòêîâ îáìåííîãî êóðñà äîëëàð/ðóáëü äî (ïîëûå 

êðóæêè)  è ïîñëå êðèçèñà (æèðíûå òî÷êè) 
 

 
 

Ðèñóíîê 5 – Ìóëüòèôðàêòàëüíûå ñïåêòðû èñõîäíîãî (æèðíûå òî÷êè) è 
ïåðåìåøàííîãî (ïîëûå êðóæêè) ðÿäîâ íà ó÷àñòêàõ âðåìåííîãî ðÿäà îáìåííîãî 

êóðñà äîëëàðà äî (a) è ïîñëå (b) êðèçèñà ñîîòâåòñòâåííî 
 
Îòñþäà ñëåäóåò âûâîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó â ïðåäêðèçèñíûé ïåðèîä 

ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâîâàëè âðåìåííûå êîððåëÿöèè â èçìåíåíèè êóðñà 
äîëëàðà, áëàãîäàðÿ ÷åìó âíåøíèå ôàêòîðû îêàçûâàëè ñëàáîå âëèÿíèå íà 
åãî ñòîèìîñòü. Ðèñ.5b ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåìåøèâàíèå ðÿäà ïîñëå êðèçèñà 
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ øèðèíû ìóëüòèôðàêòàëüíîãî 
ñïåêòðà: 0.48original shuffledα α∆ − ∆ ≈ . Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â 

ðåçóëüòàòå ôèíàíñîâîãî êðèçèñà âðåìåííîé ðÿä îáìåííîãî êóðñà 
ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî êîððåëèðîâàííûì, áëàãîäàðÿ ÷åìó ñòîèìîñòü âàëþòû 

b à 

b à 
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ïðèîáðåòàåò ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê èçìåíåíèþ ýêîíîìè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ, 
ïîëèòè÷åñêèõ è ïðî÷èõ ôàêòîðîâ. 

Îáùèé âûâîä ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: 
ýêîíîìè÷åñêèé êðèçèñ ïðèâîäèò ê óñèëåíèþ ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ 
âðåìåííûõ ðÿäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîêàçàòåëåé è ïîÿâëåíèþ ñèëüíûõ 
êîððåëÿöèé â èõ èçìåíåíèè. 

 
4 ÌÓËÜÒÈÔÐÀÊÒÀËÜÍÛÉ ÑÏÅÊÒÐ ÝËÅÊÒÐÎÊÀÐÄÈÎÃÐÀÌÌ 

ÑÅÐÄÖÀ 
Ðàññìîòðèì áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ÿðêèé ïðèìåð 

ïðîÿâëåíèÿ ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ äàþò âðåìåííûå ðÿäû 
ýëåêòðîêàðäèîãðàìì ñåðäöà. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ÌÔÔÀ ïîçâîëèëî 
óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè ìóëüòèôðàêòàëüíûõ 
ñïåêòðîâ è ãðóïïàìè ñåðäå÷íûõ ïàòîëîãèé [8].  

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîàíàëèçèðóåì òèïè÷íóþ ýëåêòðîêàðäèîãðàììó 
ñåðäöà ÷åëîâåêà, èçîáðàæ¸ííóþ íà ðèñ.6. Èç ðèñ.7, íà êîòîðîì 
ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà è ìàññîâûé 
ïîêàçàòåëü, âèäíî, ÷òî ýëåêòðîêàðäèîãðàììà ïðîÿâëÿåò ÿðêî 
âûðàæåííóþ ìóëüòèôðàêòàëüíóþ ïðèðîäó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 
ïåðåìåøèâàíèå ðÿäà ðàçðóøàåò, êàê è âûøå, âðåìåííûå êîððåëÿöèè. 
Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîêàðäèîãðàììà ñåðäöà äà¸ò ïðèìåð 
êîððåëèðîâàííûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, ïðèñóùèõ áèîëîãè÷åñêèì ñèñòåìàì.  

 
Ðèñóíîê 6 – Òèïè÷íûé âèä ýëåêòðîêàðäèîãðàììû ñåðäöà ÷åëîâåêà (ïî 

îñè àáñöèññ îòëîæåíî âðåìÿ â ñåêóíäàõ, ïî îñè îðäèíàò – ñåðäå÷íûé 
ðèòì, èçìåðåííûé â ìèëëèâîëüòàõ) 

 

 
 

Ðèñóíîê 7 – Ïîêàçàòåëü Õåðñòà (a) è ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ (b) 
ýëåêòðîêàðäèîãðàììû, ïðèâåäåííîé íà ðèñ.6 (æèðíûå òî÷êè), äëÿ 
ðýíäîìèçèðîâàííîãî ðÿäà (ïîëûå êðóæêè) 
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5 ÌÓËÜÒÈÔÐÀÊÒÀËÜÍÛÉ ÑÏÅÊÒÐ ÀÍÎÌÀËÜÍÎÉ  
ÄÈÔÔÓÇÈÈ 

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëè ðàññìîòðåíû ïðèìåðû âðåìåííûõ ðÿäîâ, 
âçÿòûå èç ýêîíîìèêè è ìåäèöèíû. Â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîãî ïðèëîæåíèÿ 
ðàññìîòðèì ïðîöåññ àíîìàëüíîé äèôôóçèè, â õîäå êîòîðîé èññëåäóåìûé 
ðÿä ïðåäñòàâëÿåòñÿ âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ ix  êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, 
äèôôóíäèðóþùåé ñîãëàñíî äèñêðåòíîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ [10]  

1 (1 )i i i ix xτζ γτ τξ 
 +  

= + − + .  (14) 

Çäåñü âðåìÿ it iτ=  ôèêñèðóåòñÿ íàáîðîì ÷èñåë 0 1i N= , , ...,  è 

ìèíèìàëüíûì èíòåðâàëîì τ ; iζ  è iξ  – àääèòèâíûé è 
ìóëüòèïëèêàòèâíûé ñòîõàñòè÷åñêèå èñòî÷íèêè, íîðìèðîâàííûå 

óñëîâèÿìè áåëîãî øóìà i j i j ijζ ζ ξ ξ δ= = ; êîýôôèöèåíò òðåíèÿ γ  çàäà¸ò 

ïàðàìåòð (1 )ν γ γ= / + , çíà÷åíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþò ðåæèì äèôôóçèè: 

ïðè 0ν <  ðåàëèçóþòñÿ ïîë¸òû Ëåâè, à ïðåäåë 1ν → , γ → ∞  îòâå÷àåò 

áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ. Èñïîëüçîâàíèå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (14) íà 

ìíîæåñòâå, ñîñòîÿùåì èç 710N =  òî÷åê, ïðèâîäèò ê âðåìåííîìó ðÿäó, 
ìóëüòèôðàêòàëüíûé ñïåêòð êîòîðîãî ïîêàçàí íà ðèñ.8.  

 
Ðèñóíîê 8 – Ïîêàçàòåëü Õåðñòà (a) è ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ (b) äëÿ 

âðåìåííîãî ðÿäà, ãåíåðèðîâàííîãî äèñêðåòíûì ïðîöåññîì (14) ïðè  
0,9ν = −  (êðóæêè) è 0,99ν =  (êâàäðàòèêè) 

 
Èç íåãî âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ν , êîãäà ïîë¸òû Ëåâè 

ïåðåõîäÿò â íîðìàëüíóþ äèôôóçèþ, ñïåêòð ìóëüòèôðàêòàëà 
íåîãðàíè÷åííî ñóæàåòñÿ. Î÷åâèäíî, ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñ ðîñòîì ν  
ïðîïàäàþò ðàçðåæåííûå îáëàñòè ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà, îòâå÷àþùèå 
ýêñòðåìàëüíûì âûáðîñàì ïîëîæåíèé ÷àñòèöû ïðè ïîë¸òàõ Ëåâè.  

 
6 ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ 

Êàê ïîêàçûâàåò ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå, ôîðìà ìóëüòèôðàêòàëüíîãî 
ñïåêòðà äà¸ò ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ 
èññëåäóåìîé ïåðåìåííîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ÌÔÔÀ 
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü õàðàêòåð êîððåëÿöèé â èçìåíåíèè âðåìåííîãî 
ðÿäà. Íàèáîëåå ÿðêî íàëè÷èå òàêèõ êîððåëÿöèé ïðîÿâèëîñü ïðè 
èññëåäîâàíèè ïðîöåññà àíîìàëüíîé äèôôóçèè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå: 
áåñêîíå÷íûé ðîñò ïàðàìåòðà ν  îò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé 
òðàíñôîðìèðóåò ïîë¸òû Ëåâè, õàðàêòåðèçóåìûå íàëè÷èåì êîððåëÿöèé â 
ðàñïðåäåëåíèè ïîëîæåíèé ÷àñòèöû, â áðîóíîâñêóþ äèôôóçèþ, äëÿ 



Вісник СумДУ. Серія “Фізика, математика, механіка”, № 2’2008 80

êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå òàêèõ ïîëîæåíèé ñîâåðøåííî ñëó÷àéíî [1]. Ðèñ.8 
ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííàÿ ïåðåñòðîéêà ïðîöåññà äèôôóçèè ïðèâîäèò ê 
ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ ( ) 1/2h q =  ïîêàçàòåëÿ Ã¸ëüäåðà, ÷òî îçíà÷àåò 

íåîãðàíè÷åííîå ñóæåíèå ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà.  
Èç ðàçäåëîâ 3 - 5 âèäíî, ÷òî äëÿ âûäåëåíèÿ âðåìåííûõ êîððåëÿöèé 

ñëåäóåò íàðÿäó ñî ñïåêòðîì èñõîäíîãî ðÿäà èññëåäîâàòü 
ìóëüòèôðàêòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåìåøàííîãî ðÿäà, ÷ëåíû 
êîòîðîãî ïåðåñòàâëåíû â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Î÷åâèäíî, òàêîå 
ïåðåìåøèâàíèå äîëæíî ðàçðóøàòü âðåìåííóþ êîððåëÿöèþ â 
ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òîãäà êàê â íåêîððåëèðîâàííîì ðÿäå 
ïåðåñòàíîâêà åãî ÷ëåíîâ íå ìîæåò ñêàçàòüñÿ íà ìóëüòèôðàêòàëüíîì 
ñïåêòðå. Åñëè áðîóíîâñêàÿ äèôôóçèÿ äà¸ò òðèâèàëüíûé ïðèìåð ðÿäà, 
êîòîðûé íå îáëàäàåò íè âðåìåííûìè êîððåëÿöèÿìè, íè 
ìóëüòèôðàêòàëüíûì ñïåêòðîì, òî ñàìîïîäîáíûé ðÿä, èññëåäîâàííûé â 
ðàçäåëå 2.2, õîòÿ è íå êîððåëèðîâàí, íî èìååò øèðîêèé ñïåêòð (ñì. 
ðèñ.2). Î÷åâèäíî, òàêîé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò èäåàëüíûé ñëó÷àé äëÿ 
òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäà ïåðåìåøèâàíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî âûäåëèòü âðåìåííóþ 
êîððåëÿöèþ ÷ëåíîâ ðÿäà. Èç ðèñ.9a âèäíî, ÷òî ýòî ïåðåìåøèâàíèå 
ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà ñïåêòðå ñàìîïîäîáíîãî ðÿäà, â êîòîðîì 
êîððåëÿöèè îòñóòñòâóþò ïî îïðåäåëåíèþ. Â îòëè÷èå îò íåãî 
ïåðåìåøèâàíèå áèíîìèàëüíîãî ðÿäà (ðèñ.9b) ñóùåñòâåííî ñóæàåò 
ìóëüòèôðàêòàëüíûé ñïåêòð è ñìåùàåò åãî â ñòîðîíó ìàëûõ çíà÷åíèé α .  

 
 

Ðèñóíîê 9 – Ñðàâíåíèå ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé èñõîäíûõ (ñïëîøíûå 

ëèíèè) è ïåðåìåøàííûõ (êðóæêè) ðÿäîâ: ñàìîïîäîáíûé 16( 1, 2 )Nα = =  

(a);  áèíîìèàëüíûé ( 0,75, 16)p n= =  (b) 

 
Òàêèì îáðàçîì, âðåìåííûå êîððåëÿöèè èãðàþò ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü 

â ôîðìèðîâàíèè áèíîìèàëüíîãî ðÿäà. Ïîñêîëüêó äëÿ íåãî ãðàíè÷íûå 
çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè min ln /ln2pα = −  è 

max ln(1 )/ln2pα = − −  îïðåäåëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòüþ 1/2p ≥ , çàäàþùåé 
çíà÷åíèÿ ðÿäà (9), òî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ïåðåìåøèâàíèå 
áèíîìèàëüíîãî ðÿäà, ñìåùàþùåå ìóëüòèôðàêòàëüíûé ñïåêòð ê ìàëûì 
çíà÷åíèÿì α , ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ âåðîÿòíîñòè p  â ñòîðîíó 

ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 1p = .  

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðÿäà ôîðìà ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà 
îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïðè÷èíàìè [6]: 

− íåêîððåëèðîâàííûì ðàçáðîñîì ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé, 
ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ðàñõîäÿùèõñÿ 
ìîìåíòîâ; 
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− êîððåëèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷åðåäîâàíèÿ ÷ëåíîâ 
âðåìåííîãî ðÿäà, õàðàêòåðèçóåìîé êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè. 

Î÷åâèäíî, ïðè ïåðåìåøèâàíèè ðÿäà ïîñëåäíÿÿ èç ýòèõ ïðè÷èí 
ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííîé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñïåêòð ñóæàåòñÿ è 
ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó ìàëûõ ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé.  

 
 

SUMMARY 
 

MULTIFRACTAL DETRENDED FLUCTUATION ANALYSIS OF TIME SERIES 
 
A.I.Olemskoy, V.N. Borisyuk*, I.A. Shuda* 
Institute of Applied Physiscs of Academy of Sciences of Ukraine 
*Sumy State University 

 
We describe algorithm of multifractal detrended fluctuation analysis (MFDFA) of time 

series and test it on both binomial multifractal and uncorrelated series with power law 
distribution function. As real series, we investigate multifractal spectra of currency exchange 
rates, heart rate signal and anomalous diffusion process. We detect that financial crisis leads to 
strengthening both multifractal properties of economic indexes and correlations in variations of 
time series related. In medicine, usage of MFDFA shows to allow one to state correspondence 
between different forms of multifractal spectra and groups of heart pathologies. As physical 
example, we shown that transformation of the Levy flights into the normal diffusion process 
narrows corresponding multifractal spectrum. 

Key words: Multifractal spectrum; time correlation.    
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