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Ïðèâåäåíû ñîâðåìåííûå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ æèäêîñòè è îñíîâíûå 

èäåè, èìè íå ðåøàåìûå, êîòîðûå åùå íå âîøëè â ó÷åáíèêè ïî ìåõàíèêå 
æèäêîñòè è ãàçà è íå ñòàëè õðåñòîìàòèéíûìè. 

Òóðáóëåíòíîñòü ñòîëü ñëîæíà è ïîäõîäû ê å¸ èçó÷åíèþ ñòîëü ðàçíîîáðàçíû, 
÷òî îíà íå îñòàâëÿåò øàíñîâ íà ñèñòåìàòè÷åñêîå è, ãëàâíîå, ïîëíîå èçëîæåíèå. 
Òåîðèÿ òóðáóëåíòíîñòè âñå åùå íàõîäèòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè, òàê ÷òî 
ïîëíûé ðàñ÷åò òóðáóëåíòíîñòè  ïîêà íåâîçìîæåí è âðÿä ëè áóäåò âîçìîæåí â 
áëèæàéøåì áóäóùåì. 

 
ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Òóðáóëåíòíîñòü ñòîëü ñëîæíà è ïîäõîäû ê å¸ èçó÷åíèþ ñòîëü 
ðàçíîîáðàçíû, ÷òî îíà íå îñòàâëÿåò øàíñîâ íà ñèñòåìàòè÷åñêîå è, 
ãëàâíîå, ïîëíîå èçëîæåíèå. Òåîðèÿ òóðáóëåíòíîñòè âñå åùå íàõîäèòñÿ â 
ñòàäèè ðàçðàáîòêè, òàê ÷òî ïîëíûé ðàñ÷åò òóðáóëåíòíîñòè  ïîêà 
íåâîçìîæåí è âðÿä ëè áóäåò âîçìîæåí â áëèæàéøåì áóäóùåì. 

Òåîðèÿ òóðáóëåíòíîñòè äàëåêà îò ñâîåãî çàâåðøåíèÿ. Ïðîäîëæàþò 
ïîÿâëÿòüñÿ è âñå íîâûå ïîäõîäû ê å¸ èçó÷åíèþ. Ðàñò¸ò ÷èñëî ìîäåëåé, 
ïðåäëàãàåìûõ äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ îòäåëüíûõ å¸ ñâîéñòâ. Äàòü 
ïðåäñòàâëåíèå îá îñíîâíûõ èäåÿõ, äâèæóùèõ ýòîò ïðîöåññ, 
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ è ïîêàçàòü 
ïðîáëåìû, èìè íå ðàçðåø¸ííûå, ïðåäñòàâèòü ñîâðåìåííûå ìîäåëè, íå 
âîøåäøèå åù¸ â ó÷åáíèêè è íå ñòàâøèå õðåñòîìàòèéíûìè - âîò öåëü 
ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû. 

Ðàññìîòðåííûå çäåñü ïîíÿòèÿ è ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè õàðàêòåðèçóþò 
ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû, êîòîðûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ 
ðàñ÷åòà ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. 

Êàê âñåãäà ïðè àíàëèçå òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ìåòîäû ðàñ÷åòà 
ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèåé àíàëèòè÷åñêèõ è ýìïèðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé è 
äàííûõ, è ïîëüçîâàòåëü äîëæåí èìåòü ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðèíÿòûõ 
äîïóùåíèÿõ è ñóùåñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ ìåòîäîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè 
èõ â ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ, îòëè÷íûõ îò òåõ, äëÿ êîòîðûõ îíè áûëè 
ðàçâèòû. 

Â ðàáîòå ïðèâåäåíî îïèñàíèå ñ åäèíûõ ïîçèöèé íåêîòîðûõ íàèáîëåå 
ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé, ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè, ðàçðàáîòàííûõ ê 
íàñòîÿùåìó âðåìåíè, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü, êîòîðûé èçó÷èò 
ðàáîòó, áóäåò ðàñïîëàãàòü ïðàêòè÷åñêèìè ñâåäåíèÿìè î òóðáóëåíòíîñòè è 
ïîëó÷èò íåîáõîäèìûé çàïàñ òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé, êîòîðûé ïîçâîëèò 
ëåãêî ïîíÿòü ñóùíîñòü áóäóùèõ èññëåäîâàíèé, à òàêæå ðàçîáðàòüñÿ â 
ðàçíîîáðàçíûõ ïîäõîäàõ è ìåòîäàõ, ïðèìåíÿåìûõ â èññëåäîâàíèÿõ 
òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. 
 Ïîíÿòü è íàó÷èòüñÿ ðàññ÷èòûâàòü òóðáóëåíòíîñòü – çàäà÷à íàñòîÿùåé 
ðàáîòû. 

 
1 ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÃÎ ÒÅ×ÅÍÈß 

Òóðáóëåíòíîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì [1]. Â õàîòè÷íîñòè 
çàêëþ÷àåòñÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî òàêîãî äâèæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðè 
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îïèñàíèè òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí “ñëó÷àéíûé”. 
Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêîå äâèæåíèå íèêîãäà íå ìîæåò áûòü 
ïîëíîñòüþ ñëó÷àéíûì, ïîñêîëüêó ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ÷àñòèö äîëæíû 
óäîâëåòâîðÿòü ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ: ñîõðàíåíèå ìàññû, 
ñîõðàíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ñëåäîâàòåëüíî, 
åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîâåäåíèå îäíîé èç ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè 
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì, òî ôëóêòóàöèè îñòàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ äîëæíû 
áûòü îãðàíè÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè ñîõðàíåíèÿ. Óâåðåííî 
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì è äîëæíî 
ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ.  

Êàêèå ñâîéñòâà òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü 
“îòëè÷èòåëüíûìè”: 

1 Ñêîðîñòü â ëþáîé òî÷êå ïîòîêà äîëæíà çàâèñåòü îò âðåìåíè. Ýòî 
íåîáõîäèìîå óñëîâèå, íî íåäîñòàòî÷íîå äëÿ èññëåäîâàíèÿ òóðáóëåíòíîãî 
äâèæåíèÿ. 

2 Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì òóðáóëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî 
ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè â äàííîé òî÷êå äîëæíû áûòü õàîòè÷åñêèìè. Ýòè 
ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè íå ñâÿçàíû êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñ íåêîòîðîé 
ââåäåííîé èçâíå çàâèñèìîñòüþ òå÷åíèÿ îò âðåìåíè. Ôëóêòóàöèÿ ñêîðîñòè 
â òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè âîçíèêàåò âñëåäñòâèå âîçìóùåíèé, ïîñëåäóþùåå 
ðàçâèòèå êîòîðûõ îáû÷íî íåèçâåñòíî, è ïîýòîìó òàêèå ôëóêòóàöèè 
íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàòü ñ êàêèìè-ëèáî âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè. 
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî âîçìóùåííîå 
äâèæåíèå æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå ñëîæíûì, ÷åì ìîæíî  
îæèäàòü íà îñíîâàíèè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. 

3 Èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î òóðáóëåíòíîì äâèæåíèè æèäêîñòè 
ïîçâîëÿåò ïðåäâèäåòü âèõðåâóþ ñòðóêòóðó. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä  âðÿä ëè 
áóäåò óñïåøíûì, ïîñêîëüêó ëèíèè òîêà âíóòðè æèäêîñòè â ýòîì  ñëó÷àå 
î÷åíü ïëîõî ñîãëàñóþòñÿ ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Òå æå 
ñàìûå ñîîáðàæåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ òå÷åíèé, â êîòîðûõ 
èëëþñòðèðóåòñÿ îáòåêàíèå ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ïåðèîäè÷åñêè 
óñòàíîâëåííûõ òåë. Î÷åâèäíî, ÷òî êàðòèíà îáðàçîâàíèÿ âèõðåé çäåñü 
ïîâòîðÿåòñÿ. Âèõðè ðàñïîëàãàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè, íà ðàññòîÿíèÿõ âî 
ìíîãî ðàç ïðåâûøàþùèõ õàðàêòåðíûé ðàçìåð òåë, ïîñëóæèâøèõ 
ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ âèõðåâîãî äâèæåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî 
ïåðèîäè÷åñêàÿ êàðòèíà âèõðåâîãî äâèæåíèÿ î÷åíü óñòîé÷èâà, îíà 
ñóùåñòâóåò íå íà âñåì ïðîòÿæåíèè òå÷åíèÿ. Â êîíöå êîíöîâ âèõðè 
ðàçðóøàþòñÿ è äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ  õàîòè÷åñêèì. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, 
÷òî äèíàìèêà âèõðåâîãî äâèæåíèÿ çàíèìàåò öåíòðàëüíîå ìåñòî â òåîðèè 
òóðáóëåíòíîñòè. Õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðåé ïî÷òè ïîëíîñòüþ 
îïðåäåëÿåò òîíêóþ ñòðóêòóðó òóðáóëåíòíîñòè; êðîìå òîãî, äâèæåíèå 
÷àñòî ïðèîáðåòàåò êðóïíîìàñøòàáíóþ êîãåðåíòíóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ 
èìååò âèõðåâóþ ïðèðîäó.  

4 Êîãåðåíòíûå îáðàçîâàíèÿ áûëè çàìå÷åíû â òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ 
ìíîãî ëåò íàçàä. Òàê, â ñâîå âðåìÿ Ïðàíäòëü îáíàðóæèë 
êðóïíîìàñøòàáíûå ñòðóêòóðû â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà 
ñòåíêå, à Íèêóðàäçå – áîëüøèå âèõðåâûå îáðàçîâàíèÿ â òå÷åíèÿõ â 
êàíàëå. Íåäàâíèå äîñòèæåíèÿ â ðàçðàáîòêå ìåòîäà óñëîâíûõ âûáîðîê è 
ïðèìåíåíèå åãî äëÿ àíàëèçà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé [2] îáåñïå÷èëè 
èññëåäîâàíèå êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóð áîëåå óäîáíûì ìàòåìàòè÷åñêèì 
àïïàðàòîì. Îäíàêî åùå íå ÿñíî, êàêîå âëèÿíèå ýòî îêàæåò â äàëüíåéøåì 
íà ðàçðàáîòêó âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. 

Òóðáóëåíòíîñòü îñòàåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ 
èññëåäîâàíèÿ ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà. Çà ïî÷òè ñòîëåòíþþ èñòîðèþ å¸ 
èçó÷åíèÿ ïðåäëîæåíû äåñÿòêè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ, ïî÷òè âñåãäà  
îïåðåæàþùèõ íàèáîëåå àêòèâíî ðàçâèâàåìûå ïåðñïåêòèâíûå 
íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðèîäà âðåìåíè. 
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Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè, òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè, 
ôóðüå-àíàëèç è ïðÿìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû,òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, 
òåîðèÿ ôðàêòàëîâ è âåéâëåò-àíàëèç - âîò äàëåêî íå ïîëíûé ïåðå÷åíü 
îáëàñòåé íàóêè, êîòîðûå äàâàëè îñíîâíûå èäåè èññëåäîâàòåëÿì 
òóðáóëåíòíîñòè. 

5 Òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû, 
õàðàêòåðèçóþùèåñÿ íàëè÷èåì õàîòè÷åñêè ðàñïðåäåë¸ííûõ è õàîòè÷åñêè 
îñöèëëèðóþùèõ ñòðóêòóð ñàìîãî ðàçëè÷íîãî ìàñøòàáà [3-5]. 
Òóðáóëåíòíîñòü – ýòî âîïëîùåíèå õàîñà, à õàîñ äîëãîå âðåìÿ 
àññîöèèðîâàëñÿ ñ ñèñòåìàìè, èìåþùèìè îãðîìíîå ÷èñëî ñòåïåíåé 
ñâîáîäû, è ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü ñ÷èòàëàñü ëèøåííîé êàêîãî-ëèáî 
ïîðÿäêà. Îäíàêî, ñ íà÷àëà ïðîøëîãî âåêà, íàìåòèëñÿ çíà÷èòåëüíûé 
ïðîãðåññ â ïîíèìàíèè ïðèðîäû òóðáóëåíòíîñòè, ñâÿçàííûé ñ îñîçíàíèåì 
ïðèðîäû è ñòðóêòóðû õàîñà. 

Âî-ïåðâûõ, áûëà óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â 
íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñ ñîâñåì íåáîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. 
Ïåðâîå õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â ïðîñòûõ ãàìèëüòîíîâñêèõ ñèñòåìàõ 
îáíàðóæèë À.Ïóàíêàðå îêîëî ñòà ëåò íàçàä, íî òîëüêî ïîñëå ðàáîòû 
Ý. Ëîðåíöà (1963ã.), â êîòîðîé èññëåäîâàëîñü õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå 
äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû èç òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, áûëî îöåíåíî çíà÷åíèå ýòîãî ôàêòà, è 
íà÷àëîñü àêòèâíîå èññëåäîâàíèå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ 
ñèñòåì. Ïðàâäà, ïðîèçîøëî ýòî ïîñëå êëþ÷åâîé ðàáîòû Ä.Ðþýëÿ è 
Ô.Òàêêåíñà (1971ã.), â êîòîðîé áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå ñòðàííîãî 
àòòðàêòîðà è óêàçàíà åãî ðîëü â ôîðìèðîâàíèè íåðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ 
ñèñòåìû. 

Âî-âòîðûõ, áûëî ïîíÿòî, ÷òî äàæå â ñàìîì ðàçâèòîì òóðáóëåíòíîì 
ïîòîêå ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû ïîðÿäêà, à ÷èñëî ðåàëüíî âîçáóæäåííûõ 
ñòåïåíåé ñâîáîäû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå îæèäàåìîãî. Â 70-80-õ ãîäàõ 
ïîÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå  ðàáîòû î êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóðàõ â 
òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ è äåëàþòñÿ ïåðâûå ïîïûòêè îïèñàíèÿ 
òóðáóëåíòíîñòè íà ÿçûêå ôðàêòàëîâ. 

Èìåííî â ýòî âðåìÿ ñôîðìèðîâàëèñü òàêèå íàóêè, êàê òåîðèÿ 
êàòàñòðîô è ñèíåðãåòèêà, ïîÿâèëèñü ïåðâûå êíèãè î «äåòåðìèíèðîâàííîì 
õàîñå» è «ïîðÿäêå â õàîñå». Â íèõ èäåò ðå÷ü î õàîòè÷åñêîì âî âðåìåíè 
ïîâåäåíèè íåáîëüøîãî ÷èñëà çàäàííûõ â ïðîñòðàíñòâå ìîä (òàêèå òå÷åíèÿ 
ðåàëüíî ñóùåñòâóþò  âáëèçè ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè), â òî âðåìÿ êàê 
«èñòèííàÿ» òóðáóëåíòíîñòü õàîòè÷íà è â ïðîñòðàíñòâå, è âî âðåìåíè. Òåì 
íå ìåíåå, ðàññìàòðèâàåìûå â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì 
âîïðîñû ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíû êàê äëÿ ïîíèìàíèÿ ïóòåé ðàçâèòèÿ 
òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé (ñöåíàðèåâ ïåðåõîäà ê õàîñó), òàê è äëÿ îòðàáîòêè 
ìåòîäîâ îïèñàíèÿ õàîòè÷åñêèõ (â òîì ÷èñëå è òóðáóëåíòíûõ) ñèñòåì. 

Ïîíÿòèå “äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ” ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåðåãóëÿðíîå 
ïîâåäåíèå íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ýâîëþöèÿ êîòîðûõ îäíîçíà÷íî 
îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ 
óñëîâèÿõ. Ïðè ýòîì íåëèíåéíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå 
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, à åãî 
âîçíèêíîâåíèå ñâÿçàíî íå ñ íàëè÷èåì èñòî÷íèêîâ øóìà èëè áåñêîíå÷íîãî 
÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, à ñî ñâîéñòâîì íåëèíåéíûõ ñèñòåì 
ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ðàçâîäèòü ðåøåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. 

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ÿâëÿþòñÿ âåñüìà 
ñóùåñòâåííûìè äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè è, â 
÷àñòíîñòè, äëÿ óëó÷øåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé 
ýíåðãåòè÷åñêèõ ìàøèí è èõ íàäåæíîñòè [6-8]. Âîïðîñ î òîì, ÷àñòî ëè 
âñòðå÷àþòñÿ òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ â ãèäðàâëè÷åñêèõ ìàøèíàõ, 
ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé ïðàêòè÷åñêèé è òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. 
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ðåàëüíî âñòðå÷àþùèõñÿ 
òå÷åíèé â ïðîòî÷íîé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ èìåííî òóðáóëåíòíûìè. Ïîýòîìó  
èçó÷åíèå òóðáóëåíòíîñòè, áåçóñëîâíî, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé 
ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷åé. 

Â óñëîâèÿõ çíà÷èòåëüíîãî ñîêðàùåíèÿ ôèíàíñèðîâàíèÿ íàó÷íûõ 
èññëåäîâàíèé è ôîíäîâ ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû 
ïî ñîçäàíèþ íîâûõ òåõíîëîãèé ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìû. Â ñâÿçè ñ 
ýòèì çàäà÷à ðàçâèòèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ÷èñëåííûõ  ìåòîäîâ 
èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ 
îñîáåííî àêòóàëüíîé. 

Øèðîêèé êëàññ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè â ïðîòî÷íîé ÷àñòè 
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåñòàöèîíàðíûå è ïåðèîäè÷åñêèå òå÷åíèÿ, â êîòîðûõ 
ìàëûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê êîíå÷íûì èçìåíåíèÿì ñòðóêòóðû 
òå÷åíèÿ. Ê íåñòàöèîíàðíûì òå÷åíèÿì ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ìîæíî îòíåñòè 
òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ â ïðîòî÷íîé ÷àñòè, íåñòàöèîíàðíûé ñðûâ ïîòîêà 
íà ëîïàñòíûõ ñèñòåìàõ, ñëîè ñìåøåíèÿ, çà ëîïàñòíûìè ñèñòåìàìè è 
ìíîãèå äðóãèå. 

Îïèñàíèå ìåõàíèçìà íåñòàöèîíàðíîãî ñðûâà ïîòîêà è çàðîæäåíèÿ 
òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé äëÿ 
ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ðåçêèå 
èçìåíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîôèëåé ëîïàñòíûõ 
ñèñòåì ãèäðàâëè÷åñêèõ ìàøèí ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ óãëà àòàêè è 
ðåæèìîâ ðàáîòû, à òàêæå äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè íà ëîïàñòíûõ ñèñòåìàõ 
è íà ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèÿõ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî è ðåçêî 
ìåíÿþùåãîñÿ íàáåãàþùåãî ïîòîêà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåñòàöèîíàðíîãî 
îáòåêàíèÿ è ñðûâà ïîòîêà. 

 

2 ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÒÓÐÁÓËÅÍÒÍÎÃÎ  
ÄÂÈÆÅÍÈß ÆÈÄÊÎÑÒÈ 

Æèäêîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñïëîøíàÿ ñðåäà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå 
ñðàçó îãðàíè÷èâàåò äèàïàçîí ÷èñåë Êíóäñåíà, â êîòîðîì äàííûé àíàëèç 
ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì. Êðîìå òîãî, èç ýòîé æå ãèïîòåçû ñëåäóåò âûâîä î 
ñóùåñòâîâàíèè íèæíåãî ïðåäåëà ìàñøòàáîâ äëèíû, ñâÿçàííûõ ñ 
òóðáóëåíòíûì äâèæåíèåì. Íàïðèìåð, âíóòðåííèé ìàñøòàá Êîëìîãîðîâà 
äîëæåí áûòü áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé äëèíîé ñâîáîäíîãî 
ïðîáåãà ìîëåêóë. Äëÿ áîëüøèíñòâà ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé 
èíòåðåñ òå÷åíèé ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ. 

Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ ñïëîøíîé ñðåäîé, 
äåëàåò íåíóæíûì ðàññìîòðåíèå àíñàìáëåé ìîëåêóë è ïîçâîëÿåò 
èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííûå Íàâüå – Ñòîêñîì. 
Îáóñëîâëåííîå ýòèì óïðîùåíèå âåñüìà ïîëåçíî, îäíàêî íåîáõîäèìî 
ñäåëàòü îäíî çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ ñëåäñòâèÿ òàêîãî ïåðåõîäà îò 
àíàëèçà ìîëåêóëÿðíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè ê àíàëèçó ñïëîøíîé ñðåäû. 
Çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â êèíåòè÷åñêîé òåîðèè äîïóñêàåò ëèøü 
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òîãäà êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå – Ñòîêñà 
ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì [9]. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû 
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ 
ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèÿ æèäêîñòè, äàëåêè îò ñâîåãî  
çàâåðøåíèÿ êàê äëÿ ñàìèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òàê è äëÿ 
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ìîíîãðàôèè 
Ëàäûæåíñêîé â 1961 ã., ïîñâÿùåííîé ýòèì ïðîáëåìàì äëÿ ñòàöèîíàðíîãî 
òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, Ýéìñîì [10] áûëî äàíî â 1965ã. 
èçëîæåíèå ñóùåñòâà å¸ ðàáîòû. Îñíîâûâàÿñü íà ñðàâíåíèè çàäà÷è î 
òå÷åíèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îïèñûâàåìîì óðàâíåíèÿìè Íàâüå- 
Ñòîêñà, ñ äðóãèìè çàäà÷àìè, Ýéìñ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî åäèíñòâåííîå 
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî íèæå íåêîòîðîãî íåèçâåñòíîãî 
ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, âûøå ýòîãî çíà÷åíèÿ â 
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íåêîòîðîì èíòåðâàëå ÷èñåë Re ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðåøåíèé è, 
íàêîíåö, âûøå íåêîòîðîãî äðóãîãî, òàêæå íåèçâåñòíîãî, çíà÷åíèÿ ÷èñëà 
Ðåéíîëüäñà  ðåøåíèé âîîáùå íå ñóùåñòâóåò. Ïðè ýòîì Ýéìñ çàäàåòñÿ 
ïðàâîìåðíûì  âîïðîñîì, ñïðàâåäëèâû ëè ñàìè ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ  
Íàâüå - Ñòîêñà äëÿ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà, ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðîå çíà÷åíèå, 
ïðè êîòîðîì âîçíèêàåò òóðáóëåíòíîñòü. Ïðè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ðåøåíèè 
ýòîé çàäà÷è ïîëîæåíèå ìîæåò åù¸ áîëåå óñëîæíÿòüñÿ èç-çà íåÿñíîñòè 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
ìåíüøóþ ïðîáëåìó â òîì ñëó÷àå, êîãäà  ðàñ÷åòû âåäóòñÿ ïî 
íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèÿì. Ýòîò ïîäõîä îêàçàëñÿ íàèáîëåå óñïåøíûì 
ïðè ðåøåíèè ïîëíûõ  óðàâíåíèé äëÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè. Áóäó÷è 
óâåðåííûì â ñïðàâåäëèâîñòè íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå - Ñòîêñà, 
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ôèçè÷åñêè 
ðåàëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, èìååò îïðåäåëåííóþ  öåííîñòü. Åñëè æå 
ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, òî, ïðîâîäÿ íåñòàöèîíàðíûå 
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ðàñ÷¸òû, ìîæíî óáåäèòüñÿ â ýòîì. Ìîæåò  ñëó÷èòüñÿ, 
÷òî íåïðåðûâíîå òå÷åíèå, íåóñòîé÷èâîå ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì 
âîçìóùåíèÿì, áóäåò îñòàâàòüñÿ óñòîé÷èâûì ïðè ÷èñëåííîì 
ìîäåëèðîâàíèè. Ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî ïðè êðóïíîìàñøòàáíîé 
íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ñðûâå âèõðåé. Êðîìå òîãî, âíåñåíèå â ïîëíûå 
óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ïðèáëèæ¸ííûõ äîïóùåíèé ëèøàåò óâåðåííîñòè 
â ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ. Âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷åííîãî 
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âûçûâàåò äàæå áîëüøåå áåñïîêîéñòâî ïðîñòî ïîòîìó, 
÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèìåðîâ íååäèíñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíûõ 
ðåøåíèé. Íàèáîëåå î÷åâèäíûì ïðèìåðîì ôèçè÷åñêîé íååäèíñòâåííîñòè 
òå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà äâóõðåæèìíûõ ïðèáîðîâ ñòðóéíîé àâòîìàòèêè è 
äâå óñòîé÷èâûå îðèåíòàöèè âèõðåâîé íèòè ïðè îáòåêàíèè ñòåíêè ñ 
ïîëóñôåðè÷åñêîé âûåìêîé. Áîëåå âàæíûì ïðèìåðîì íååäèíñòâåííîñòè 
ÿâëÿåòñÿ ãèñòåðåçèñ ïðè ñðûâå îòòîêà íà êðûëîâîì ïðîôèëå - ïðè îäíèõ 
è òåõ æå ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà óãëå àòàêè, áëèçêîì ê âîçíèêíîâåíèþ 
ñðûâà. Êàðòèíû òå÷åíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûìè â 
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñ êàêîé ñòîðîíû ïðèáëèæàòüñÿ ê äàííîìó óãëó 
àòàêè - ñî ñòîðîíû ìåíüøèõ (äîñðûâíûõ) èëè áîëüøèõ (ïîñëåñðûâíûõ) 
çíà÷åíèé. Ïðè ðàññìîòðåíèè âñåõ ýòèõ ïðèìåðîâ, åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò 
ñëåäóþùèé âîïðîñ, ê êàêîìó èç ðåøåíèé äîëæíà ñõîäèòüñÿ ÷èñëåííàÿ  
ñõåìà, åñëè îíà âîîáùå ñõîäèòñÿ ê êàêîìó-ëèáî ðåøåíèþ? Íà ýòîò  
âîïðîñ íåëüçÿ äàòü îïðåäåëåííûé îòâåò. Íåîáõîäèìî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ 
ôèçè÷åñêèì îïûòîì, ò.å. ýêñïåðèìåíòîì è èíòóèöèåé äëÿ ïðîâåðêè 
ðàçóìíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé. Ïîÿâëåíèå áîëåå ñòðîãèõ êðèòåðèåâ 
çàâèñèò îò ðàçðàáîòêè áîëåå ñîâåðøåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èëè 
äðóãèõ ïîäõîäîâ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ.  

Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ íàêëàäûâàåìûå îãðàíè÷åíèÿ çíà÷èòåëüíî 
óïðîùàþò àíàëèç, ðåçóëüòàòû òåõíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé íåîáõîäèìî 
îöåíèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíûõ ïîñëåäñòâèé ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé. 
Åñëè ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè íå ïðèíèìàëèñü âî âíèìàíèå 
îáíàðóæåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà ÿâëåíèÿ, òî 
íåëüçÿ ðàññ÷èòûâàòü, ÷òî òàêîå èññëåäîâàíèå áóäåò ïðàâèëüíî îòðàæàòü 
õàðàêòåðèñòèêè ðåàëüíûõ òå÷åíèé. 

Â ÷àñòíîñòè, òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ íèêîãäà íå áûâàþò äâóìåðíûìè, 
äàæå åñëè íàêëàäûâàåìûå íà íèõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò íà ýòî 
íàäåÿòüñÿ. Àíàëîãè÷íî, íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü äèññèïàöèþ ýíåðãèè â 
ìåëêîìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ îáðàçîâàíèÿõ, íå ó÷èòûâàÿ ìîëåêóëÿðíîãî 
ñòðîåíèÿ æèäêîñòè èëè  íåïîñòîÿíñòâî å¸ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Íåñìîòðÿ 
íà ýòî, ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëåçíûå ðåçóëüòàòû. 
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3 ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß ÆÈÄÊÎÑÒÈ 
Äëÿ âñÿêîé çàäà÷è ñ äâèæåíèåì âÿçêîé æèäêîñòè â çàäàííûõ 

ñòàöèîíàðíûõ óñëîâèÿõ äîëæíî, â ïðèíöèïå, ñóùåñòâîâàòü òî÷íîå 
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè. Ýòè ðåøåíèÿ 
ôîðìàëüíî ñóùåñòâóþò ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Íî íå âñÿêîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, äàæå åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ìîæåò 
ðåàëüíî ñóùåñòâîâàòü â ïðèðîäå. Îñóùåñòâëÿþùèåñÿ â ïðèðîäå äâèæåíèÿ 
äîëæíû íå òîëüêî óäîâëåòâîðÿòü ãèäðîäèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, íî 
äîëæíû åù¸ áûòü óñòîé÷èâûìè: ìàëûå âîçìóùåíèÿ, ðàç âîçíèêíóâ, 
äîëæíû çàòóõàòü âî âðåìåíè. Åñëè æå, íàïðîòèâ, íåèçáåæíî 
âîçíèêàþùèå â òî÷êå æèäêîñòè ñêîëü óãîäíî ìàëûå âîçìóùåíèÿ 
ñòðåìÿòñÿ âîçðàñòè ñî âðåìåíåì, òî äâèæåíèå íåóñòîé÷èâî è ôàêòè÷åñêè 
ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò [11]. 

Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ 
ê áåñêîíå÷íî ìàëûì âîçìóùåíèÿì äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïî ñëåäóþùåé 
ñõåìå. Íà èññëåäóåìîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé, â 
êîòîðîì ïóñòü  áóäåò 0( )v r ) íàêëàäûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîå ìàëîå 

âîçìóùåíèå 1( , )v r t , êîòîðîå äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî òàêèì îáðàçîì, 

÷òîáû ðåçóëüòèðóþùåå äâèæåíèå 0 1v v v= +  óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèÿì 

äâèæåíèÿ. Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ 1v  ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â 
óðàâíåíèÿ 

1
( ) ,

v
v v p v

t
ν

ρ

→
→ → →∂ + ∇ = − ∇ + ∆

∂
 div 0v

→
=               (3.1) 

 
ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â âèäå 

0 1 0 1,;v v v p p p= + = +                             (3.2) 

ïðè÷åì èçâåñòíûå  ôóíêöèè 0v  è 0p óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì 

0
0 0 0( ) ,

p
v v vν

ρ

→ → ∇
∇ = − + ∆  0div 0v

→
= .                    (3.3) 

Îïóñêàÿ ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïî ìàëîé âåëè÷èíå 1v , ïîëó÷èì 

1 1
0 1 1 10( ) ( ) ,

pv
v v v v v

t
ν

ρ

→
→ → → →∇∂ + ∇ + ∇ = − + ∆

∂
 1div 0v = .            (3.4) 

Ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ èñ÷åçíîâåíèå 1v  íà íåïîäâèæíûõ 

òâ¸ðäûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Òàêèì îáðàçîì, 1v  óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå 
îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, 
ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî îò êîîðäèíàò, íî íå îò âðåìåíè. Îáùåå 
ðåøåíèå òàêèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû 

÷àñòíûõ ðåøåíèé, â êîòîðûõ 1v
→

 çàâèñèò îò âðåìåíè ïîñðåäñòâîì 

ìíîæèòåëåé òèïà i te ω− . Ñàìè ÷àñòîòû ω  âîçìóùåíèé íå ïðîèçâîëüíû, à 
îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.4) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè 
ïðåäåëüíûìè óñëîâèÿìè. Ýòè ÷àñòîòû, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå. 

Åñëè èìåþòñÿ òàêèå ω , ìíèìàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíà, òî i te ω−  
áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü ñî âðåìåíåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, òàêèå 
âîçìóùåíèÿ, ðàç âîçíèêíóâ, áóäóò âîçðàñòàòü, ò.å. äâèæåíèå áóäåò 
íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê íèì. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ 
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ó âñåõ âîçìîæíûõ ÷àñòîò ω  ìíèìàÿ ÷àñòü áûëà 
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îòðèöàòåëüíîé. Òîãäà âîçíèêàþùèå âîçìóùåíèÿ áóäóò ýêñïîíåíöèàëüíî 
çàòóõàòü ñî âðåìåíåì. 

Òàêîå ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè, îäíàêî, êðàéíå 
ñëîæíî. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ðàçðàáîòàí âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè 
ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ òåë êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Íåò ñîìíåíèÿ â òîì, 
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ñòàöèîíàðíîå îáòåêàíèå 
óñòîé÷èâî. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè 
óâåëè÷åíèè eR  äîñòèãàåòñÿ â êîíöå êîíöîâ îïðåäåëåííîå åãî çíà÷åíèå 

(êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì åêðR ), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî äâèæåíèå 

ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, òàê ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñëàõ 
( )e åêðR R>  ñòàöèîíàðíîå îáòåêàíèå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òåë âîîáùå 

íåâîçìîæíî. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà eR  íå ÿâëÿåòñÿ 

óíèâåðñàëüíûì; äëÿ êàæäîãî òèïà äâèæåíèÿ ñóùåñòâóåò ñâî¸ .åêðR  

Ýòè çíà÷åíèÿ – ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ (ïîïåðå÷íîå îáòåêàíèå 
öèëèíäðà, íåçàòóõàþùåå ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå íàáëþäàåòñÿ ïðè 

30e
udR
v

≈ ≈ , d -äèàìåòð öèëèíäðà). 

Óòî÷íèì ñâîéñòâà ýòîãî äâèæåíèÿ ïðè eR , ëèøü íåìíîãèì  

ïðåâûøàþùèå åêðR . Ïðè ( )e åêðR R<  ó êîìïëåêñíûõ ÷àñòîò 1 1iω ω γ= +  

âñåõ âîçìîæíûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé ìíèìàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà ( 1 0γ < ). 

Ïðè ( )e åêðR R=  ïîÿâëÿåòñÿ îäíà ÷àñòîòà, ìíèìàÿ ÷àñòü êîòîðîé 

îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè ( )e åêðR R>  ó ýòîé ÷àñòîòû 1 0γ > , ïðè÷åì äëÿ 

eR , áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîìó, 1 1γ ω<< . Ôóíêöèÿ 1v , ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
ýòîé ÷àñòîòå, èìååò âèä 

1 ( ) ( , , ),v A t f x y z=                                  (3.5) 

ãäå f – íåêîòîðàÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò, à êîìïëåêñíàÿ 
àìïëèòóäà 

1( ) it i tA t const e eγ ω−= ⋅ .                               (3.6) 

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ A(t) â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðèãîäíî ëèøü â òå÷åíèå 
êîðîòêîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ïîñëå ìîìåíòà ñðûâà ñòàöèîíàðíîãî 
ðåæèìà: ìíîæèòåëü 1exp( )tγ  áûñòðî ðàñòåò, ìåæäó òåì êàê îïèñàííûé 

âûøå ìåòîä îïðåäåëåíèÿ 1v , ïðèâîäÿùèé ê âûðàæåíèþ âèäà (3.5-3.6), 

ïðèìåíèì ëèøü ïðè äîñòàòî÷íîé ìàëîñòè 1v . Â äåéñòâèòåëüíîñòè, 

êîíå÷íî, ìîäóëü À  àìïëèòóäû íåñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ íå ðàñòåò 

íåîãðàíè÷åííî, à ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ïðåäåëó. Ïðè eR , 

áëèçêèõ ê åêðR , ýòîò êîíå÷íûé ïðåäåë âñ¸ åù¸ ìàë è äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ 

ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò êâàäðàòà àìïëèòóäû 
2

À . Äëÿ 

ñàìûõ ìàëûõ âðåìåí, êîãäà åù¸ ïðèìåíèìî (3.6), èìååì 

2
2

12 .
d A

A
dt

γ=  
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Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ëèøü ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ 

â ðÿä ïî ñòåïåíÿì À è *A . Ïðè óâåëè÷åíèè ìîäóëÿ A  (íî êîãäà îí åù¸ 

îñòàåòñÿ ìàëûì) íàäî ó÷åñòü ñëåäóþùèå ÷ëåíû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ. 
Áëèæàéøèå ñëåäóþùèå – ÷ëåíû òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî À. Íàñ, îäíàêî, 
èíòåðåñóåò íå òî÷íîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé, à å¸ ñðåäíåå ïî âðåìåíè 
çíà÷åíèå, ïðè÷åì óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðîìåæóòêàì âðåìåíè, 

áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ òðèîäîì 
1

2π
ω

 ïåðèîäè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ 

1exp( )i tω−  (íàïîìíèì, ÷òî ïîñêîëüêó 1 1ω γ>> , ýòîò ïåðèîä ìàë ïî 

ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì 
1

1

γ
 çàìåòíîãî èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ À ). Íî ÷ëåíû 

òðåòüåãî ïîðÿäêà íåïðåìåííî ñîäåðæàò ïåðèîäè÷åñêèé ìíîæèòåëü è ïðè 
óñðåäíåíèè âûïàäàþò. (Ñòðîãî ãîâîðÿ, ÷ëåíû òðåòüåãî ïîðÿäêà äàþò ïðè 
óñðåäíåíèè íå íóëü, à âåëè÷èíû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè). 
Ñðåäè ÷ëåíîâ æå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà åñòü ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé 

42 *2À À À= , ïðè óñðåäíåíèè íå âûïàäàþùèé. Òàêèì îáðàçîì, ñ 

òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èìååì 

2
2 4

12 ,
d A

A A
dt

γ α= −                                (3.7) 

ãäå α – ïîëîæèòåëüíàÿ èëè îòðèöàòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ (ïîñòîÿííàÿ 
Ëàíäàó). 

Íàñ èíòåðåñóåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðè ( )åêðR R>  âïåðâûå ñòàíîâèòñÿ 

íåóñòîé÷èâûì (íà ôîíå îñíîâíîãî äâèæåíèÿ) óæå ñêîëü óãîäíî ìàëîå 
âîçìóùåíèå. Åé îòâå÷àåò ñëó÷àé 0α > , ðàññìîòðèì åãî. 

Íàä 
2

A  è 
4

A  â (3.7) ìû íå ïèøåì çíàêîâ óñðåäíåíèÿ, òàê êàê îíî 

ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ïî ïðîìåæóòêàì âðåìåíè, ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ
1

1

γ
. 

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ íàäî ïîñòóïàòü òàê, êàê 
åñëè áû ÷åðòû íàä ïðîèçâîäíîé â ëåâîé åãî ÷àñòè òîæå íå áûëî. 

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.7) èìååò âèä 

1
2 2

12
tA const e γα

γ
− −= + ⋅ , 

îòñþäà âèäíî, ÷òî 2A  àñèìïòîòè÷åñêè  ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó 

2 1
max

2
A

γ
α

= .                                    (3.8) 

Âåëè÷èíà 1γ  çàâèñèò îò eR ; âáëèçè åêðR  ôóíêöèÿ 1( )eRγ  ìîæåò áûòü 

ðàçëîæåíà ïî ñòåïåíÿì å åêðR R− . Íî 1( ) 0åêðRγ = ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ 

êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà; ïîýòîìó ïðèáëèæåííî èìååì 
 

1 ( )å åêðconst R Rγ = − .                             (3.9) 

 
Ïîäñòàâèì ýòî â (3.8), íàõîäèì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü 

óñòàíàâëèâàþùåéñÿ àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ îò “ñòåïåíè 
íàäêðèòè÷íîñòè” 
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max
A ∼ 1/2( )e åêðR R− .                           (3.10) 

 
Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà â óðàâíåíèè (3.7) 0α < . Äëÿ 

îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîé àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ 
(3.7) òåïåðü íåäîñòàòî÷íû è íàäî ó÷åñòü îòðèöàòåëüíûé ÷ëåí áîëåå  

âûñîêîãî ïîðÿäêà; ïóñòü ýòî áóäåò ÷ëåí 
6

Aβ  ñ 0β > . Òîãäà  

 
2

2 1/2
12max

2
[ ]

2 4
A

α αα
γ

β ββ
= ± +                       (3.11) 

 
ñ 1γ  èç (3.9). Ýòà çàâèñèìîñòü èçîáðàæåíà íà ðèñ.1á (ðèñ.1à îòâå÷àåò 

ñëó÷àþ 0α > , ôîðìóëà (3.10)). Ïðè e åêðR R>  ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå íå 

ìîæåò ñóùåñòâîâàòü âîâñå; ïðè å åêðR R=  âîçìóùåíèå ñêà÷êîì âîçðàñòàåò 

äî êîíå÷íîé àìïëèòóäû (êîòîðàÿ, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ íàñòîëüêî 

ìàëîé, ÷òî èñïîëüçóåìîå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì 
2

A  ïðèìåíèìî (ýòî 

ñèñòåìû ñ æåñòêèì ñàìîâîçìóùåíèåì â îòëè÷èå îò ñèñòåì ñ ìÿãêèì 
ñàìîâîçìóùåíèåì, íåóñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê áåñêîíå÷íî 
âîçìóùåíèÿì). Â èíòåðâàëå 'eêð e åêðR R R< <  îñíîâíîå äâèæåíèå 

ìåòàñòàáèëüíî – óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê áåñêîíå÷íî ìàëûì, íî 
íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì êîíå÷íîé àìïëèòóäû 
(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ; ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ – âåòâü íåóñòîé÷èâàÿ).  
  

à á 

Ðèñóíîê 1 
Âåðíåìñÿ ê íåñòàöèîíàðíîìó äâèæåíèþ, âîçíèêàþùåìó ïðè e åêðR R>  

â ðåçóëüòàòå íåóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì. Ïðè 
R, áëèçêèõ ê åêðR , ýòî äâèæåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå 

íàëîæåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ 0( )v r è ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ 

1( , )v r t  ñ ìàëîé, íî êîíå÷íîé àìïëèòóäîé, ðàñòóùåé ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ 

eR  ïî çàêîíó (3.10). Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â ýòîì äâèæåíèè èìååò âèä 

1 1( )
1 ( ) i tv f r e ω β− += ,                                (3.12) 

2

max
A2

max
A

R

åêðR'åêðR

åR

åêðR
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ãäå f – êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò, à 1β  – íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ 

ôàçà. Ïðè áîëüøèõ ðàçíîñòÿõ e åêðR R−  ðàçäåëåíèå ñêîðîñòåé íà äâå 

÷àñòè 0v  è 1v  óæå íå èìååò ñìûñëà. Ìû èìååì ïðè ýòîì äåëî ïðîñòî ñ 

íåêîòîðûì ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèåì ñ ÷àñòîòîé 1ω . Åñëè âìåñòî 

âðåìåíè ïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ñ ôàçîé 

1 1 1tϕ ω β= + , òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ( , )v r ϕ  ÿâëÿåòñÿ 

ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé îò ϕ  ñ ïåðèîäîì 2π . Ýòà ôóíêöèÿ, îäíàêî, íå 

åñòü òåïåðü ïðîñòàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ. Â å¸ ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå 
 

1( ) i n
n

n

v A r e ϕ−= ∑                              (3.13) 

(ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì öåëûì 
÷èñëàì n) âõîäÿò ÷ëåíû íå òîëüêî ñ îñíîâíîé ÷àñòîòîé 1ω , íî è 
êðàòíûìè åé. Óðàâíåíèåì (3.7) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî àáñîëþòíàÿ 
âåëè÷èíà âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ A(t), íî íå åãî ôàçà 1ϕ . Ïîñëåäíÿÿ 
îñòàåòñÿ ïî ñóùåñòâó íåîïðåäåëåííîé è çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ 
óñëîâèé. Â çàâèñèìîñòè îò ýòèõ óñëîâèé íà÷àëüíàÿ ôàçà 1β  ìîæåò èìåòü 

ëþáîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àåìîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå íå 
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî òåìè çàäàííûìè ñòàöèîíàðíûìè âíåøíèìè 
óñëîâèÿìè, â êîòîðûõ îíî ïðîèñõîäèò. Îäíà èç âåëè÷èí – íà÷àëüíàÿ ôàçà 
ñêîðîñòè – îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî äâèæåíèå 
îáëàäàåò îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ìåæäó òåì êàê ñòàöèîíàðíîå 
äâèæåíèå, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùååñÿ âíåøíèìè óñëîâèÿìè, íå îáëàäàåò 
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû âîâñå. 

 
ÂÛÂÎÄÛ 

Òóðáóëåíòíîå äâèæåíèå æèäêîñòè ñòîëü ñëîæíîå è ïîäõîäû ê åå 
èçó÷åíèþ ñòîëü ðàçíîîáðàçíû, ÷òî îíî íå îñòàâëÿåò øàíñîâ íà 
ñèñòåìàòè÷åñêîå è, ãëàâíîå, ïîëíîå èçëîæåíèå. Òåîðèÿ òóðáóëåíòíîñòè 
âñå åùå íàõîäèòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè è äàëåêà îò ñâîåãî çàâåðøåíèÿ. 
Ïîëíûé ðàñ÷åò òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ ïîêà íåâîçìîæåí. Ïðîäîëæàþò 
ïîÿâëÿòüñÿ âñå íîâûå ïîäõîäû ê åå èçó÷åíèþ. Ðàñòåò ÷èñëî ìîäåëåé, 
ïðåäëàãàåìûõ äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ îòäåëüíûõ åå ñâîéñòâ. 

 
 

SUMMARY 
 

RESEARCHING THE AREA OF APPLICATION OF THE INTERFACE’S MODEL IN 
SUMS CONCERNING WITH STREAMLINING THE BODY BY REALISTIC LIQUID. 

PART I  THE FOUNDATIONS OF THE MODEL OF TURBULENT FLOW 
 

S.D. Kostornoy, doctor of technical science, professor of Sumy National agrarian University; 
A.S. Martynov, Sumy State University 
 

The contemporary models for description the liquid’s characteristics and main ideas were 
produced. They haven’t been included to manuals of fluid and gas mechanics and haven’t 
become reader. 

In case that turbulence is a complicated event and there are many ways of it’s studying the 
chance that it will be systematically accounted is too small. The theory of turbulence flow is still 
in stage of studying. So the full accounting of turbulence flow is conceded to be impossible in the 
nearest future. 
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