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Ðîçãëÿíóò³ óìîâè çì³íåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè 
òà òåîðåòè÷íî îá´ðóíòîâàíèé çàêîí îïòèìàëüíîãî çà åíåðãîâèòðàòàìè 
óïðàâë³ííÿ åëåêòðîìåõàí³÷íîþ ñèñòåìîþ ïðè âòðàò³ êåðîâàíîñò³ çà øâèäê³ñòþ 
ðóõó ³íåðö³éíî¿ ìàñè åëåêòðîïðèâîäà. Äîâåäåíî, ùî çàêîí îïòèìàëüíîãî çà 
åíåðãîâèòðàòàìè êåðóâàííÿ åëåêòðîìåõàí³÷íîþ ñèñòåìîþ ïðè ³ñíóâàíí³ òàêîãî 
ðåæèìó çá³ãàºòüñÿ ç êåðóâàííÿì, îïòèìàëüíèì çà øâèäêîä³ºþ. Ðåçóëüòàò ó 
âèãëÿä³ çàêîíó îïòèìàëüíîãî ôîðìóâàííÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ìîìåíòó 
åëåêòðîäâèãóíà â ÷àñ³ ìîæå çàñòîñîâóâàòèñÿ â ñèñòåìàõ àâòîìàòè÷íîãî 
êåðóâàííÿ åëåêòðîïðèâîäàìè ìåõàí³çì³â ïåðåñóâàííÿ òåõíîëîã³÷íèõ ìàøèí òà 
áàãàòüîõ ³íøèõ äëÿ çíèæåííÿ åíåðãîºìíîñò³ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â. 

 
 
Ñòàòè÷íå íàâàíòàæåííÿ åëåêòðîïðèâîä³â ðîáî÷èõ îðãàí³â 

òåõíîëîã³÷íèõ ìàøèí ÷àñòî ìàº ðåàêòèâíèé õàðàêòåð ³ ìîæå ââàæàòèñÿ 
íàâàíòàæåííÿì òèïó "ñóõå òåðòÿ" [1, ñ. 42– 45]. Äëÿ òàêèõ 
åëåêòðîïðèâîä³â ìîäåëü äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè º îäíèì äèôåðåíö³àëüíèì 
ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó â ïðîñòîð³ ñòàí³â, êîëè ïîòî÷íå çíà÷åííÿ 
åëåêòðîìàãí³òíîãî ìîìåíòó (ºäèíî¿ ïåðåì³ííî¿ ñòàíó) çà âåëè÷èíîþ íå 
ïåðåâèùóº çíà÷åííÿ ìîìåíòó ñóõîãî òåðòÿ, à øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ 
äâèãóíà äîð³âíþº íóëþ. Íàïðèêëàä, äëÿ åëåêòðîïðèâîäà ïåðåì³ùåííÿ 
ðîáî÷îãî îðãàíà òåõíîëîã³÷íî¿ ìàøèíè áóäü-ÿêîãî ïðèçíà÷åííÿ òàêà 
ñèòóàö³ÿ ìàº ì³ñöå ïðè çðóøåíí³ ³ç íåðóõîìîãî ñòàíó. Âèâåäåííÿ 
åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè (ÅÌÑ) ³ç öüîãî ï³äïðîñòîðó ñòàí³â (çîíè 
íåðóõîìîñò³) ïîòðåáóº âòðàò åíåðã³¿ òà ÷àñó. Öþ îáñòàâèíó íåîáõ³äíî 
âðàõîâóâàòè, îñîáëèâî êîëè ÷àñ âèâåäåííÿ ñèñòåìè ³ç çîíè íåðóõîìîñò³ 
ñêëàäàº ñóòòºâó ÷àñòèíó ÷àñó ðîáî÷îãî öèêëó òåõíîëîã³÷íî¿ ìàøèíè. 
Òîìó ïîñòàâèìî çà ìåòó ïîáóäîâó ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ÅÌÑ òà 
âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî çà åíåðãîâèòðàòàìè çàêîíó êåðóâàííÿ íåþ ïðè 
âòðàò³ êåðîâàíîñò³ çà øâèäê³ñòþ ðóõó ³íåðö³éíî¿ ìàñè åëåêòðîïðèâîäà. 

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¿ ìåòè ðîçãëÿíåìî ô³çè÷í³ àñïåêòè ðîáîòè 
ÅÌÑ â çîí³ íåðóõîìîñò³, íà ï³äñòàâ³ ÷îãî çä³éñíèìî ìàòåìàòè÷íå 
ôîðìóëüîâàííÿ çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî çà åíåðãîâèòðàòàìè êåðóâàííÿ. 
Ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ ìîæëèâî âèêîíàòè çà äîïîìîãîþ 
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿã³íà. 

 
 

1 ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÂÄÀÍÍß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ  
ÊÅÐÓÂÀÍÍß 

Ðîçðàõóíêîâó ê³íåìàòè÷íó ñõåìó îäíîìàñîâî¿ ìåõàí³÷íî¿ ÷àñòèíè 
åëåêòðîïðèâîäà òà ìåõàí³÷íó õàðàêòåðèñòèêó ñòàòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ 
ïîäàíî íà ðèñ. 1. 
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Ðèñóíîê 1 – à) ðîçðàõóíêîâà ê³íåìàòè÷íà ñõåìà îäíîìàñîâî¿ ìåõàí³÷íî¿  
ñèñòåìè åëåêòðîïðèâîäà; 

á) ìåõàí³÷íà õàðàêòåðèñòèêà µñ(ν) ñòàòè÷íîãî 
íàâàíòàæåííÿ òèïó "ñóõå òåðòÿ" 

 
Ð³âíÿííÿ ðóõó åëåêòðîïðèâîäà â àáñîëþòíèõ îäèíèöÿõ ìàº âèãëÿä  

 

cM M Jω− = & ,    (1.1) 

 
äå M ³ Mc – â³äïîâ³äíî åëåêòðîìàãí³òíèé òà ñòàòè÷íèé ìîìåíòè íà âàëó 
äâèãóíà;  

J – ìîìåíò ³íåðö³¿ ìåõàí³÷íî¿ ÷àñòèíè åëåêòðîïðèâîäà, ïðèâåäåíèé äî 
øâèäêîñò³ ω; 

ω – êóòîâà øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ ðîòîðà äâèãóíà; 
ω&  = dω/dt – ïîõ³äíà øâèäêîñò³ çà ÷àñîì. 
Ó â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ ð³âíÿííÿ ðóõó (1.1) íàáèðàº âèãëÿäó  

 
,cµ µ ν− = &      (1.2) 

 
äå µ ³ µñ – åëåêòðîìàãí³òíèé òà ñòàòè÷íèé ìîìåíòè ó â³äíîñíèõ 
îäèíèöÿõ; 

/dν ν τ=& - êóòîâå ïðèñêîðåííÿ ó â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ; 

ν = ω/ωí – êóòîâà øâèäê³ñòü äâèãóíà ó â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ; 
τ=t/Òì – ÷àñ ó â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ. 
Ð³âíÿííÿ (1.1) îòðèìàíî ïðè âèáîð³ áàçîâèõ îäèíèöü Má=Mí , ωб=ωн , 

Tá=Tì=Jωí / Mí , äå Mí ³ ωí – íîì³íàëüí³ çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíî 
åëåêòðîìàãí³òíîãî ìîìåíòó ³ êóòîâî¿ øâèäêîñò³ äâèãóíà; Tì – ìåõàí³÷íà 
ñòàëà ÷àñó. 

Âåêòîð ñòàíó åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè (ÅÌÑ) ìàº êîîðäèíàòè:  
õ1 = ν, õ2 = ν&  = µ - µñ. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè 
"îäíîìàñîâà ÅÌÑ" îáåðòàëüíîãî ðóõó ïîäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ ñèñòåìè 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

 

( ) ( )
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                                 (1.3) 

 
äå u(τ) – êåðóâàííÿ (â òåðì³íàõ òåîð³¿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ), òîáòî 
ñèãíàë, ôîðìóâàííÿ ÿêîãî âèçíà÷àº çàêîí ðóõó ñèñòåìè.  
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Ìîäåëü ÅÌÑ ó âèãëÿä³ (1.3) çàäàºòüñÿ â³äîìîþ ôóíêö³þ ( )ñµ τ . Îäíàê 

ðåàêòèâíèé ñòàòè÷íèé ìîìåíò (äèâ. ðèñ. 1.1) ïðè 0ν > , ÿêùî 

çíåõòóâàòè ñêëàäîâèìè â’ÿçêîãî òåðòÿ, º ôóíêö³ºþ øâèäêîñò³ ó âèãëÿä³  
 

*
( )

c c
signµ µ ν= ⋅ .                   (1.4) 

 
²ç (1.4) âèïëèâàº, ùî ïðè 0ν >  

*
( )

c c
µ τ µ= ± , òîáòî µñ íå º ôóíêö³ºþ 

÷àñó. Òîìó òðàïëÿþòüñÿ îñîáëèâ³ âèïàäêè, êîëè ìîäåëü ÅÌÑ â 
ìàòåìàòè÷íîìó ïîäàíí³ çì³íþºòüñÿ. Äëÿ ðîçóì³ííÿ ö³º¿ îáñòàâèíè 
â³çüìåìî äî â³äîìà, ùî ë³âà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (1.2) òà ïðàâà ÷àñòèíà 
ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (1.3) äîð³âíþþòü äèíàì³÷íîìó ìîìåíòó 

 

äèí ñ
µ µ µ= −  .     (1.5) 

 
Ïðè 0ν =  ìàºìî äâ³ ìîæëèâ³ ñèòóàö³¿:  ³ *cµ µ≤ . Ó ïåðø³é ³ç öèõ 

ñèòóàö³é ìåõàí³÷íà ñèñòåìà çáåð³ãàº ñâî¿ âëàñòèâîñò³, ³ çàêîí ¿¿ ðóõó 
 

( ) ( )( )1 2( ) ,x x xτ τ τ=
r

    (1.6) 

 
îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ (1.3), à ïðè âèíèêíåíí³ äðóãî¿ ñèòóàö³¿ ìàþòü ì³ñöå 
ð³âíîñò³ cµ µ= , 0äèíµ = , 0ν =&  ( )0, 02 1x x= =& , îñê³ëüêè ðåàêòèâíèé ìîìåíò 

îïîðó â òàêîìó ðàç³ º ðåàêö³ºþ íà ðóõîìèé ìîìåíò µ , ùî ä³º íà 
ìåõàí³÷íó ñèñòåìó. 

Òàêèì ÷èíîì, ïðè âèíèêíåíí³ ñèòóàö³¿ ( ) *cµ τ µ≤ ,  0ν = , ùî ìàº ì³ñöå, 

íàïðèêëàä, ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ïóñêó åëåêòðîïðèâîäà ïåðåì³ùåííÿ 
òåõíîëîã³÷íî¿ ìàøèíè, âèíèêàº çàäà÷à âèâåäåííÿ îäíîì³ðíî¿ ñèñòåìè 

 
( ) ( )1x uτ τ=& ,     (1.7) 

 
äå x1 = μ, ³ç "ìåðòâî¿" çîíè, òîáòî ìåòîþ êåðóâàííÿ º çì³íåííÿ 

êîîðäèíàòè x1 â³ä ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ 
010 c

x µ= , 0 *c cµ µ≤  äî ê³íöåâîãî 

*1 cx θ µ=± , ïðè íåðóõîìîìó ñòàí³ ( 0ν = ) ³íåðö³éíî¿ ìàñè ÅÌÑ (òóò ìè 

ââåëè ïîçíà÷åííÿ μ = x1, ùîá óêàçàòè íà îäíîì³ðí³ñòü (n = 1) ñèñòåìè 
(1.7), çàäà÷à êåðóâàííÿ ÿêî¿ áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ äàë³).  

Öÿ çàäà÷à íàëåæèòü äî êëàñó çàäà÷ êåðóâàííÿ ³ç çàêð³ïëåíèìè 
ê³íöÿìè ôàçîâî¿ òðàºêòîð³¿ x1(τ), ç êðàéîâèìè óìîâàìè x1(0) = x10, x1(θ) = 
= x1θ,   0 ≤ τ ≤ θ, äå θ – íåâèçíà÷åíèé ÷àñ ðóõó. 

Íà êåðóâàííÿ ( )u τ  íàêëàäàºòüñÿ îáìåæåííÿ 

 
( ) äîïu uτ ≤ ,     (1.8) 

 
äå äîï äîïu µ= &  – äîïóñòèìà øâèäê³ñòü çì³íåííÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ìîìåíòó 

äâèãóíà.  
Òàêå îáìåæåííÿ îáóìîâëåíå âèìîãàìè äî åêñïëóàòàö³éíî¿ íàä³éíîñò³ 

ÿê äâèãóíà, òàê ³ òåõíîëîã³÷íî¿ ñèñòåìè â ö³ëîìó.  
Ïðè ïîñòàíîâö³ çàâäàííÿ îïòèìàëüíîãî çà åíåðãîâèòðàòàìè êåðóâàííÿ 

ñèñòåìîþ (1.7) ìåòà êåðóâàííÿ ôîðìóëþºòüñÿ ÿê ì³í³ì³çàö³ÿ ôóíêö³îíàëà 
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I = ( )
θ

0

2
1x dτ τ∫     (1.9) 

 
ïðè îáìåæåíí³ (1.8), îñê³ëüêè â ðåæèì³ ðîáîòè åëåêòðîïðèâîäà, ùî 
ðîçãëÿäàºòüñÿ, âòðàòè åíåðã³¿ âèçíà÷àþòüñÿ ³íòåãðàëîì âèãëÿäó (1.9). 
Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ åëåêòðîïðèâîä³â ïîñò³éíîãî ñòðóìó ôóíêö³îíàë (1.9) 
â³äîáðàæàº âòðàòè åíåðã³¿ äîñèòü òî÷íî, à äëÿ åëåêòðîïðèâîä³â çì³ííîãî 
ñòðóìó – ïðèáëèçíî [2]. 

 
2 ÐÎÇÂ'ßÇÀÍÍß ÇÀÄÀ×² ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ  

ÊÅÐÓÂÀÍÍß 
Íà îñíîâ³ îáãîâîðåííÿ äèíàì³÷íèõ âëàñòèâîñòåé ÅÌÑ ïðè ν = 0 òà 

çíà÷åííÿõ åëåêòðîìàãí³òíîãî ìîìåíòó â ìåæàõ * *c cµ µ µ− ≤ ≤   ôîðìàëüíî 

ñòàâèòüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ (1.7), ÿêå ïðèâîäèòü 
äî ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³îíàëà (1.9). Ñïðîáà ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó áåç 
âðàõóâàííÿ îáìåæåíü äàº ðîçâ’ÿçîê, ùî âèïëèâàº ³ç ð³âíÿííÿ Åéëåðà  
[3, ñ. 47], ÿêå äëÿ ôóíêö³îíàëà (1.9) ìàº âèãëÿä 

 

( )2

2 0
1

1
1

x
x

x

∂
= =

∂
, 

 
ùî âèêîíóºòüñÿ ïðè u(τ) = 0 íà ³íòåðâàë³ ÷àñó  τ∈[0, θ], à ç óðàõóâàííÿì 
ìåæåâèõ óìîâ x1(0) = x10  ³  x1(θ) = x1θ íåîáõ³äíî ôîðìóâàòè ôóíêö³þ 
μ(τ) = x1(τ) ó âèãëÿä³ ñòðèáê³â ïðè τ = 0  ³  τ = θ. Òàêå êåðóâàííÿ º òåõí³÷íî 
íåçä³éñíåííèì óíàñë³äîê îáìåæåííÿ (1.8). Öåé ôàêò ï³äòâåðäæóºòüñÿ ³ â 
[4, ñ.709], äå ïîÿñíþºòüñÿ, ùî âíàñë³äîê â³äñóòíîñò³ êåðóâàííÿ u â 
³íòåãðàíò³ ôóíêö³îíàëà (1.9) ñèñòåìà (1.7) íå "øòðàôóºòüñÿ" çà âèòðàòó 
"êåðóâàëüíî¿" åíåðã³¿, ³ òîìó îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ âèÿâëÿºòüñÿ 
³ìïóëüñíèì. Îòæå, â íàøîìó âèïàäêó ñë³ä ñêîðèñòàòèñÿ îäíèì ³ç ìåòîä³â 
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðè íàÿâíîñò³ îáìåæåííÿ 
(1.8) íà êåðóâàííÿ u(τ). Îäíèì ³ç òàêèõ º ìåòîä, çàñíîâàíèé íà 
âèêîðèñòàíí³ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿã³íà. Ñêîðèñòàºìîñÿ öèì 
ìåòîäîì, äîñèòü êîðåêòíî âèêëàäåíèì ó [5, ñ. 199-270]. 

Äëÿ çðó÷íîñò³ ì³ðêóâàíü íà îñíîâ³ ë³òåðàòóðíèõ äæåðåë [3, 5] ôóíêö³þ 
êåðóâàííÿ u(τ) ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿä³ 

 
u(τ) = uäîï u*(τ),    (2.1) 

 
äå ôóíêö³ÿ êåðóâàííÿ u*(τ) çà âåëè÷èíîþ óÿâëÿº ñîáîþ ÷àñòêó uäîï. Öå 
äàº ìîæëèâ³ñòü ïîäàííÿ îáìåæåííÿ (1.8) â åêâ³âàëåíòí³é ôîðì³ 

 
*( )u τ  ≤ 1.     (2.2) 

 
²íòåãðàíò ôóíêö³îíàëà (1.9) ³ ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (1.7) ç 

óðàõóâàííÿì (2.1) ³ (2.2) óòâîðþþòü ñèñòåìó ð³âíÿíü 
 

0 ;2
1f x=                                 (2.3) 

 
f1 =  uäîï u*(τ).    (2.4) 

 
Äîäàìî êîîðäèíàòó x0 ç ïî÷àòêîâèì çíà÷åííÿì x0 (0) = 0, ïîõ³äíà ÿêî¿ 
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çà ÷àñîì 2
0 0 1x f x= =& , â ðåçóëüòàò³ ÷îãî ïîðÿäîê êåðîâàíî¿ ñèñòåìè 

ï³äâèùóºòüñÿ äî 2-ãî, à ¿¿ çàêîí ðóõó â çàãàëüíîìó âèãëÿä³ ïîäàºòüñÿ 
ñèñòåìîþ 

 

;

.
0 0

1 1

x f

x f

= 
= 

&
&

     (2.5) 

 
Ñïðÿæåíà äî (2.5) ñèñòåìà ìàº âèãëÿä 
 

1

0

1

0

0;

2 ,

0 0 1
0 1

o o o

1 0 1
0 1 1 0

1 1 1

fd f f
d x x x

fd f f
x

d x x x

α
α

α
α

α
α

α
α

ψ ψ ψ ψ
τ

ψ ψ ψ ψ ψ
τ

=

=

=

=

∂ ∂ ∂ =− =− − =
∂ ∂ ∂ 


∂ ∂ ∂

=− =− − =− ∂ ∂ ∂ 

∑

∑
  (2.6) 

 
äå ψ0(τ) ³ ψ1(τ) – ñïðÿæåí³ ïåðåì³íí³. ²ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (2.6) 
îòðèìóºìî ψ0 = Ñ0 = cînst.  

Ñèñòåìè (2.5) ³ (2.6) â ñóêóïíîñò³ ìîæóòü áóòè çàïèñàí³ ÿê 
ãàì³ëüòîíîâà (êàíîí³÷íà) ñèñòåìà 

 

, 0,1;

, 0,1,

i

i

i

i

dx H
i

d

d H
i

d x

τ ψ
ψ
τ

∂ = = ∂ 


∂ =− =
∂ 

   (2.7) 

 
äå H – ôóíêö³ÿ Ïîíòðÿã³íà, ÿêà ìàº âèãëÿä 

 
1

0

0 0 1 1H f f f
α

α α
α

ψ ψ ψ
=

=

= = +∑ .   (2.8) 

 
Çàçíà÷èìî, ùî áóäü-ÿêå ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè (2.7) â³äïîâ³äàº 

äîïóñòèìîìó êåðóâàííþ u*(τ) ³ â³äïîâ³äí³é éîìó òðàºêòîð³¿ x1(τ). ²íàêøå 
êàæó÷è, (ψ0, ψ1) â³äïîâ³äàº u*(τ), ÿêùî (ψ0, ψ1)  ³ x1(τ) – ðîçâ’ÿçàííÿ 
ñèñòåìè (2.7) [4, c.264]. 

Ïðè ïîøóêó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ u*(τ) ç âèêîðèñòàííÿì ïðèíöèïó 
ìàêñèìóìó íåîáõ³äíî âèáèðàòè áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ ψ0, ÿêå âèäïîâ³äàº 
óìîâ³ ψ0 = Ñ0 ≤ 0. Çàçíà÷èìî, ùî ñïðÿæåí³ ïåðåì³íí³ ψ0 ³ ψ1 âèçíà÷àþòüñÿ 
ëèøå ç òî÷í³ñòþ äî ñï³ëüíîãî ìíîæíèêà, à çíà÷åííÿ ψ0 = 0 â³äïîâ³äàº 
âèðîäæåí³é çàäà÷³, â ÿê³é ïîøóê åêñòðåìóìó âòðà÷àº ñåíñ, îñê³ëüêè 
ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçàííÿ íå çàëåæèòü â³ä ö³ëüîâîãî ôóíêö³îíàëà  
[5, c. 210]. Òîìó ìîæåìî âçÿòè, íàïðèêëàä, ψ0= – uäîï . Òîä³ ³ç äðóãîãî 
ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (2.7) îòðèìóºìî 

 

21
äîï 1

d
u x

d
ψ
τ

= .    (2.9) 

 
Âèãëÿä ïðàâî¿ ÷àñòèíè (2.9) ïðèâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî òðàºêòîð³ÿ 

x1(τ) ðóõó ñèñòåìè (1.7) ïðåäñòàâëÿºòüñÿ ôóíêö³ºþ 
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x1(τ) = x10 + uäîï τ,   (2.10) 
 

à ôóíêö³ÿ ψ1(τ) ìàº âèãëÿä 
 

                 ψ1(τ) = Ñ1 + 2
1x (τ),    Ñ1 = const.   (2.11) 

 
Ä³éñíî, â òàêîìó ðàç³ 
 

21 1 1
äîï 1

1

d d dx
u x

d dx d
ψ ψ
τ τ

= ⋅ = .     

 
²ç (2.10) âèïëèâàº, ùî x1(τ) º ë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ ÷àñó. Ïîçèòèâíèé 

çíàê ïîõ³äíî¿ õ&  ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî ìè âèÿâèëè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ 
u*(τ) = 1 äëÿ âèïàäêó, êîëè  x1θ > x10. Ôàêò âèÿâëåííÿ îïòèìàëüíîãî 
êåðóâàííÿ ï³äòâåðäæóºòüñÿ òèì, ùî ôóíêö³ÿ Ïîíòðÿã³íà  

 

( ) ( )( ) ( )2 2 * 00 0 1 1 äîï 1 1 1 äîïH f f u x C x u uψ ψ τ τ τ= + =− + + =  

 
íà âñüîìó ³íòåðâàë³ ÷àñó τ∈[0, θ] ïðè u*(τ) = 1 ³ Ñ1 = 0. 

Êîðèñòóþ÷èñü ïðèíöèïîì ì³í³ìóìó Ïîíòðÿã³íà [4, c.263 – 282] ³ 
ïîêëàâøè ψ0= uäîï, çà âèêëàäåíîþ âèùå ìåòîäèêîþ ìîæåìî äîâåñòè, ùî 
ïðè x1θ < x10 îïòèìàëüí³ êåðóâàííÿ ³ òðàºêòîð³ÿ ðóõó ñèñòåìè (1.7) 
ìàþòü âèãëÿä 

 
u*(τ) = – 1,   x1(τ) = x10 – uäîï τ.    (2.12) 

 
Çàçíà÷èìî, ùî òàêîãî ñàìîãî ðåçóëüòàòó ìîæíà áóëî á äîñÿãòè, 

çì³íèâøè íà ïðîòèëåæíèé ïîçèòèâíèé íàïðÿì ðóõó ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè 
(ðèñ.1) 

Òàêèì ÷èíîì, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî ôóíêö³ÿ Ïîíòðÿã³íà (2.8) íà 
âñüîìó ³íòåðâàë³ ÷àñó τ∈[0, θ] áóäå äîð³âíþâàòè íóëþ ïðè êåðóâàíí³ 

 
u*(τ) = sign(x1θ – x10),    (2.13) 

 
àáî  

 
u(τ) = uäîï sign(x1θ – x10).   (2.14) 

 
Äèéñíî, ïðè òàêîìó êåðóâàíí³ 
 

( ) ( ) ( )2 2 0,
0,

1 10äîï 1 1 äîï
H u x x u sign x xθτ τ

τ
= + − =

∈ θ  
∓   (2.15) 

 
äå çíàêè "–" ³ "+" íàëåæàòü äî âèïàäê³â  x1θ > x10 ³ x1θ < x10 â³äïîâ³äíî. 
Îòæå, êåðóâàííÿ (2.13), àáî â ³íøîìó ïîäàíí³ (2.14), º îïòèìàëüíèì ïðè 
íåâèçíà÷åíîìó ÷àñ³ θ ðóõó ñèñòåìè (1.7) â³ä ïî÷àòêîâîãî ñòàíó x1(0) = x10 
äî ê³íöåâîãî  x1(θ) = x1θ. 

×àñ θ ðóõó ñèñòåìè (1.7) âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ 
 

θ = ( )( ) ( )/
1 10 äîï 1 10 äîï 1 10

x x u x x u sign x x
θ θ θ

− = − − .  (2.16) 
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Íàñòóïíèì çàâäàííÿì º âèçíà÷åííÿ âåëè÷èíè uäîï, ùî íàäàº 
³íòåãðàëó (1.9) ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî çíà÷åííÿ 
ö³ëüîâîãî ôóíêö³îíàëà (1.9) ç óðàõóâàííÿì îïòèìàëüíîãî çàêîíó ðóõó 
ñèñòåìè (1.7), ÿêèé óçàãàëüíèìî øëÿõîì îá'ºäíàííÿ ôóíêö³é (2.10) ³ 
(2.12): 

 
              x1(τ) = x10 + (uäîï sign(x1θ – x10))τ.   (2.17) 

 
Ç óðàõóâàííÿì (2.16) ³ (2.17) ôóíêö³îíàë (1.9) íàáóâàº çíà÷åííÿ 
 

  I = ( )
θ

0

2
1x dτ τ∫  = 

1 10 äîï
F x x u

θ
− ,   (2.18) 

 

äå  ( ) ( ) ( ) ( )
22 23,10 1 10 10 1 10 1 10 1 10F F x x x x x x x x sign x xθ θ θ θ

 = = + − + − −  
 

. 

 
²ç (2.18) âèïëèâàº, ùî ì³í³ì³çàö³ÿ ôóíêö³îíàëà (1.9) äîñÿãàºòüñÿ ïðè 

ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîìó çíà÷åíí³ uäîï, òîáòî ïðè 
äîï äîï

u µ= & . Öå 

îçíà÷àº, ùî îïòèìàëüíå çà åíåðãîâèòðàòàìè êåðóâàííÿ â ïîñòàâëåí³é 
çàäà÷³ çá³ãàºòüñÿ ç îïòèìàëüíèì çà øâèäêîä³ºþ. Ïðèêëàä: ó ïðîöåñ³ 
ïóñêó åëåêòðîïðèâîäà ³ç íåðóõîìîãî ñòàíó â ïîçèòèâíîìó íàïðÿìêó 
åëåêòðîìàãí³òíèé ìîìåíò äâèãóíà ïîòð³áíî ôîðìóâàòè çà çàêîíîì (2.17): 
μ(τ) =

äîï
µ& τ, ïðè öüîìó ÷àñ çì³íè éîãî çíà÷åííÿ äî μñ*  äîð³âíþº  

θ = μñ*  / äîï
µ& . 

 
ÂÈÑÍÎÂÊÈ 

Àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ òåîð³¿ òà ïðàêòèêè àâòîìàòèçîâàíîãî 
åëåêòðîïðèâîäà º ï³äâèùåííÿ åíåðãîåôåêòèâíîñò³ åëåêòðîìåõàí³÷íèõ 
ñèñòåì çà ðàõóíîê çíèæåííÿ âòðàò åíåðã³¿ â åëåêòðè÷í³é ÷àñòèí³ 
åíåðãåòè÷íîãî êàíàëó åëåêòðîïðèâîäà. Ïðè òðàäèö³éíîìó ï³äõîä³ äî 
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åëåêòðîïðèâîäàìè 
òåõíîëîã³÷íèõ ìàøèí íåõòóþòü òðèâàë³ñòþ òà åíåðãîâèòðàòàìè â 
ðåæèìàõ ðîáîòè åëåêòðîïðèâîäà ("ìåðòâèõ" çîíàõ), êîëè ïîòî÷íå 
çíà÷åííÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ìîìåíòó äâèãóíà çà âåëè÷èíîþ íå ïåðåâèùóº 
çíà÷åííÿ ìîìåíòó ñóõîãî òåðòÿ, ïðè íåðóõîìîìó ñòàí³ ³íåðö³éíî¿ ìàñè 
åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè. Îäíàê ó ñó÷àñíèõ óìîâàõ, êîëè ïðîáëåìà 
åíåðãîçáåðåæåííÿ º àêòóàëüíîþ, íåîáõ³äíî ïðèä³ëÿòè óâàãó ³ äî çàäà÷³ 
ì³í³ì³çàö³¿ åíåðãîâèòðàò ïðè ðîáîò³ åëåêòðîïðèâîä³â ó òàêèõ ðåæèìàõ, 
îñîáëèâî êîëè ÷àñ âèâåäåííÿ ñèñòåìè ³ç ìåðòâî¿ çîíè ñêëàäàº ñóòòºâó 
÷àñòèíó ÷àñó ðîáî÷îãî öèêëó òåõíîëîã³÷íî¿ ìàøèíè. Â ö³é ðîáîò³ 
ðîçãëÿíóò³ óìîâè çì³íåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ 
ñèñòåìè òà òåîðåòè÷íî îá´ðóíòîâàí³ çàêîí îïòèìàëüíîãî çà 
åíåðãîâèòðàòàìè êåðóâàííÿ åëåêòðîìåõàí³÷íîþ ñèñòåìîþ ïðè âòðàò³ 
êåðîâàíîñò³ çà øâèäê³ñòþ ðóõó ³íåðö³éíî¿ ìàñè åëåêòðîïðèâîäà. 
Äîâåäåíî, ùî çàêîí îïòèìàëüíîãî çà åíåðãîâèòðàòàìè êåðóâàííÿ 
åëåêòðîìåõàí³÷íîþ ñèñòåìîþ ïðè ³ñíóâàíí³ òàêîãî ðåæèìó çá³ãàºòüñÿ ç 
êåðóâàííÿì, îïòèìàëüíèì çà øâèäêîä³ºþ. Ðåçóëüòàò ó âèãëÿä³ çàêîíó 
îïòèìàëüíîãî ôîðìóâàííÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî ìîìåíòó åëåêòðîäâèãóíà â 
÷àñ³ ìîæå çàñòîñîâóâàòèñÿ â ñèñòåìàõ àâòîìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ 
åëåêòðîïðèâîäàìè ìåõàí³çì³â ïåðåñóâàííÿ òåõíîëîã³÷íèõ ìàøèí òà 
áàãàòüîõ ³íøèõ äëÿ çíèæåííÿ åíåðãîºìíîñò³ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â. 
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ÑÏÈÑÎÊ ÑÊÎÐÎ×ÅÍÜ ÒÀ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ 
 
ÅÌÑ – åëåêòðîìåõàí³÷íà ñèñòåìà. 
 
Óìîâí³ ïîçíà÷åííÿ: 
 
Ì ³ μ – åëåêòðîìàãí³òíèé ìîìåíò åëåêòðîäâèãóíà â àáñîëþòíèõ ³ 

â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ; 
Mc ³ µñ – ñòàòè÷íèé ìîìåíò åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè, ïðèâåäåíèé äî 

øâèäêîñò³ åëåêòðîäâèãóíà, â àáñîëþòíèõ ³ â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ; 
ω і ν – êóòîâà øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ åëåêòðîäâèãóíà â àáñîëþòíèõ ³ 

â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ; 
t ³ τ – ÷àñ â àáñîëþòíèõ ³ â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ; 

ω
i

 ³ ν
i
 – ïðèñêîðåííÿ åëåêòðîäâèãóíà â àáñîëþòíèõ ³ â³äíîñíèõ 

îäèíèöÿõ; 
ν&&  = dν& /dτ – ðèâîê ó â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ; 
u = u(τ) – êåðóâàííÿ ó â³äíîñíèõ îäèíèöÿõ. 
 

SUMMARY 

THE OPTIMUM AFTER ENERGOVITRATAMI FORMING OF MOMENT OF ELECTRIC 
MOTOR IS AT THE IMMOBILE STATE OF THE ELECTROMECHANICS SYSTEM 

 
Shokotova I.V., Berezhnoy O.i., Shokotov A.M. 
 

The terms of change the mathematical model of the electromechanics system are considered 
and in theory grounded law of optimum after energozatratami management the 
electromechanics system at the loss of dirigibility on speed motions of inertia mass of 
elektroprivoda. It is proved that the law of optimum after energozatratami management the 
electromechanics system at existence of such mode coincides with a management, optimum after 
a fast-acting. A result  as a law of the optimum forming of electromagnetic moment of electric 
motor in time can be used in the systems of automatic control elektroprivodami of mechanisms 
of movement of technological machines and many other for the decline of energoemkosti  of 
technological processes. 
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