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Còàòüÿ ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ âëèÿíèÿ äåôîðìàöèé, âûçûâàåìûõ îñåâûì 

ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ, íà óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé êîíñîëüíî çàêðåïëåííîé 
ïëàñòèíû. Çàäà÷à ãèäðîóïðóãîñòè ðåøåíà âàðèàöèîííûì ìåòîäîì Ëàãðàíæà. 
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè ñäåëàòü êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå 
âûâîäû î âëèÿíèè ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé 
ïàíåëè. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèâåðãåíöèÿ, ôëàòòåð, âÿçêàÿ æèäêîñòü, îñåâîé ïåðåïàä 
äàâëåíèÿ, êðèòè÷åñêèé ïåðåïàä äàâëåíèÿ, ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå. 
 

Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà âèçíà÷åííþ âïëèâó äåôîðìàö³é, âèêëèêàíèõ îñüîâèì 
ïåðåïàäîì òèñêó, íà ñò³éê³ñòü öèë³íäðè÷íî¿ êîíñîëüíî çàêð³ïëåíî¿ 
ïëàñòèíè. Çàäà÷à ã³äðîïðóæíîñò³ ðîçâ’ÿçàíà âàð³àö³éíèì ìåòîäîì 
Ëàãðàíæà. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëèëè çðîáèòè ÿê³ñí³ òà ê³ëüê³ñí³ 
âèñíîâêè ïðî âïëèâ ð³çíèõ ÷èííèê³â íà ñò³éê³ñòü öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³. 

Êëþ÷îâi ñëîâà: äèâåðãåíöiÿ, ôëàòåð, â’ÿçêà ðiäèíà, îñüîâèé ïåðåïàä òèñêó, 
êðèòè÷íèé ïåðåïàä òèñêó, ãiäðîäèíàìi÷íèé òèñê. 

 
Àíàëèç òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ïëîñêîì êàíàëå ïðè ðàçëè÷íûõ 

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ èìååò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Îñîáûå 
çíà÷åíèÿ èìåþò ñëó÷àè, êîãäà îäíà èç ñòåíîê îáëàäàåò óïðóãîé 
ïîäàòëèâîñòüþ, ÷òî ïðèâîäèò ê çàäà÷àì ãèäðîóïðóãîñòè [1]. Òàê, â ðàáîòå 
[2] ðàññìàòðèâàëîñü âëèÿíèå ïîòîêà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà 
óñòîé÷èâîñòü óïðóãî çàêðåïëåííîé æåñòêîé ïëàñòèíû. Â íàñòîÿùåé 
ðàáîòå ñäåëàíà ïîïûòêà ó÷åòà âëèÿíèÿ äåôîðìàöèé ïëàñòèíû íà 
ñàìîâîçáóæäàþùèåñÿ êîëåáàíèÿ.  

Êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû c ó÷åòîì äåôîðìàöèé 
îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì 

 

 
2 2 2

2 2
02 2 2

( , , ) 0,x y
w w w

D w N N h p x y t
x y t

ρ
 ∂ ∂ ∂

∇ ∇ − + + + =  ∂ ∂ ∂ 
               (1) 

 

ãäå 
2 2

2
2 2x y

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
 - îïåðàòîð Ëàïëàñà; ( , , )w x y t - ïðîãèá, D=

3

212(1 )

Eh

µ−
 – 
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ïîâåðõíîñòè; 0ρ  - ïëîòíîñòü ñðåäû; ( , , )p x y t  - ãèäðîäèíàìè÷åñêîå 

äàâëåíèå.  
Àíàëèç òå÷åíèÿ âÿçêîé ñðåäû â äðîññåëèðóþùåì êàíàëå ïîä äåéñòâèåì 

îñåâîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ ïðåäñòàâëåí â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè  
Â.À. Ìàðöèíêîâñêîãî [3].   

Äàâëåíèå íàïîðíîãî òå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ñ ó÷åòîì 
ïðèíÿòûõ òàì îáîçíà÷åíèé: 
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ãäå 10p  - äàâëåíèå ïðè âõîäå â êàíàë, p∆  - îñåâîé ïåðåïàä äàâëåíèÿ, 

2 xx
l

=  - áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà âäîëü îñè êàíàëà, α  - òåêóùàÿ, 

çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè êîíóñíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ îòêëîíåíèåì ïëàñòèíêè 
îò íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ êàíàë ñ ìàëîé 
êîíóñíîñòüþ è ìàëûìè êîëåáàíèÿìè, òî âûðàæåíèå äëÿ α èìååò âèä 
 

0(1 )α θ ε θ= + + ,                                    (2) 
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θ
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∂

 - ïàðàìåòð êîíóñíîñòè â ñå÷åíèè, 0θ  - íà÷àëüíûé ïàðàìåòð 

êîíóñíîñòè, ε  - îòíîñèòåëüíîå ïîïåðå÷íîå ñìåùåíèå ñòåíêè êàíàëà. 
Ñèëà äàâëåíèÿ íàïîðíîãî ïîòîêà, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåìåíò åäèíè÷íîé 

øèðèíû ñòåíêè êàíàëà, ñ ó÷åòîì (2) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë 
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ãäå   
2p
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k
∆

= - ñèëîâîé êîýôôèöèåíò [3]. 

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (1) ñëàãàåìîå 0pf  íå ó÷èòûâàåòñÿ, ïîñêîëüêó 

îíî íå âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü ñòåíêè êàíàëà, à òîëüêî ñìåùàåò å¸ 
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå 
íà ïëàñòèíó, îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì 
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èùåì â âèäå íåêîòîðîé ôóíêöèè ( , , ),w w x y t=  

óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è. Ïîäñòàâëÿÿ âûáðàííóþ 
ôóíêöèþ â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Íà 
îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî äåëàòü 
âûâîäû îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû.  

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îáòåêàíèÿ ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé 
æèäêîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè (ðèñ. 1), êîãäà ,b = ∞ 0.x yN N= =

 
 
 

 
 

Ðèñóíîê 1 – Îáòåêàíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè 
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Â ýòîì ñëó÷àå ïðîãèá ïðåäñòàâëåí â âèäå ôóíêöèè 
 

w=w(x, t). 
 
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçãèáà ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé  
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Åãî ðåøåíèå èùåì â âèäå 
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Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 
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Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ: 
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Óðàâíåíèå (4) ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ îáîçíà÷åíèé 

 
4

31 1
14

( ) ( )
( ) 0.

d w dw
k w

dd

ξ ξ
ξ

ξξ
+ + Ω =    

 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: 
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×àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå 

 

1 .w Aeλξ=  
 

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 
 

4 3 0.kλ λ+ + Ω =  
 
Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäèí íóëåâîé 

êîðåíü, òî ñèñòåìà áóäåò íàõîäèòüñÿ íà àïåðèîäè÷åñêîé ãðàíèöå 
óñòîé÷èâîñòè. Ìàëûå îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîãóò âûçâàòü 
íåîãðàíè÷åííûå îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ - ÿâëåíèå 
äèâåðãåíöèè. Ýòîò ñëó÷àé âîçìîæåí ïðè 0,Ω = ( 0)ω = . Îïðåäåëèì 
êðèòè÷åñêèé ïåðåïàä äàâëåíèÿ. 

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ: 1 0λ = , 2 ,kλ = −  
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Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä 
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Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü 
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Ïîñëå ðàñêðûòèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïîëó÷èì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå: 
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â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïîëó÷èì 1,85k = . Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå k â 

(4) è íàéäåì :pk  

 
3

2 2
6,33 .p

Dk D
k

l l
= =  

 
Òîãäà êðèòè÷åñêèé ïåðåïàä äàâëåíèÿ, âûçûâàþùèé äèâåðãåíöèþ, 
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 
 

3

2
12,66pk D
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∆ = =     (6) 

 
Â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ áûëà íàéäåíà ôîðìóëà äëÿ 

îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ïëîñêîì 
êàíàëå äëÿ äèâåðãåíöèè. Íî îïèñàííûé òî÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, 
èñïîëüçóþùèé óðàâíåíèå êîëåáàíèé ïëàñòèíêè, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà 
îãðàíè÷åííûì, ò.ê. äàåò âîçìîæíîñòü ðåøàòü òîëüêî ïðîñòûå çàäà÷è. Äëÿ 
ñëîæíûõ çàäà÷ èññëåäóåìîå óðàâíåíèå î÷åíü ãðîìîçäêî. Ñ ýòîé òî÷êè 
çðåíèÿ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è â 
ïåðâóþ î÷åðåäü âàðèàöèîííûé ìåòîä Ëàãðàíæà. Ïðèìåíåíèå ïîñëåäíåãî â 
îòëè÷èå îò ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òðóäíîñòåé, 
âîçíèêàþùèõ ïðè âûáîðå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé. 

Âàðèàöèîííûå ìåòîäû îñíîâàíû íà òàê íàçûâàåìîì ïðèíöèïå 
âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äëÿ òîãî 
÷òîáû ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ðàâíîâåñèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 
ñóììà ýëåìåíòàðíûõ ðàáîò âñåõ ïðèëîæåííûõ ê íåé ñèë íà âñÿêîì 
âîçìîæíîì ïåðåìåùåíèè ðàâíÿëàñü íóëþ.  
 

δÀ=δÏ  èëè  δ(À - Ï)=0,                             (7) 
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ãäå δ  - âàðèàöèÿ; À - ðàáîòà âñåõ âíåøíèõ ñèë; Ï - ïîòåíöèàëüíàÿ 
ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè. 

Ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîé âàðèàöèè ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîëíàÿ 
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå. Åñëè âçÿòü âòîðóþ 
âàðèàöèþ, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà ïîëîæèòåëüíàÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, 
â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ À – Ï èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. 

Âàðèàöèîííûé ìåòîä Ëàãðàíæà ìîæíî ïðèìåíèòü ê òîíêèì 
ïëàñòèíêàì, èñïîëüçóÿ òåõíè÷åñêóþ òåîðèþ òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèíîê. 

Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë 
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè 
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Ïåðåìåùåíèå ïëàñòèíû áóäåì èñêàòü â âèäå 
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èç óðàâíåíèÿ (7) ìîæíî ïîëó÷èòü 

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è 
ïðèìåíèòü ìåòîä Ãàëåðêèíà. Íî äëÿ ýòîãî â âûðàæåíèè (11) 
êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè iϕ  äîëæíû áûòü ïîä÷èíåíû ãåîìåòðè÷åñêèì è 

ñèëîâûì óñëîâèÿì íà êîíòóðå, ÷òî äåëàåò ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðàêòè÷åñêè 
íåïðèãîäíûì äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâèå 
ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ âàæíûõ â àâèàñòðîåíèè ýëåìåíòîâ — 
êîíñîëüíûõ ïëàñòèí. ×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó, öåëåñîîáðàçíî 
âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî óðàâíåíèåì (7), â êîòîðîì ó÷òåíû 
ñèëîâûå óñëîâèÿ, à êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè iϕ  ïîä÷èíèòü óñëîâèÿì, íå 

ïðîòèâîðå÷àùèì êèíåìàòè÷åñêè âîçìîæíûì ïåðåìåùåíèÿì ïëàñòèíû. 
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (8) è (10) ñ ó÷åòîì (9) â óðàâíåíèå (7). Çàòåì, 

ó÷òÿ, ÷òî  
 

1 1

,
n m

t
i j j

jj j

w
w eωδ δα ϕ δα

α= =

∂
= =

∂∑ ∑  

 
a òàêæå àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âàðèàöèè îò ïðîèçâîäíûõ â 
âûðàæåíèè δÏ, ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ jδα . Â ñèëó 

ïðîèçâîëüíîñòè jδα  ðàâåíñòâî íóëþ âûðàæåíèÿ (7) âîçìîæíî òîëüêî ïðè 

îäíîâðåìåííîì îáðàùåíèè â íóëü êîýôôèöèåíòîâ ïðè âñåõ jδα . Ýòî 

ïðèâîäèò ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 
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îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ jα . Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîãî 

ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, îïóñêàÿ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî 
çàïèñàòü â âèäå 
 

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

3 3 3
11 11 11 1 12 12 12 2 1 1 1

3 3 3
1 1 1 1 2 2 2 2

( ) ( ) ... ( ) 0;

...

( ) ( ) ... ( ) 0,

m m m m

n n n n n n nm nm nm m

f k f k f k

f k f k f k

τ π α τ π α τ π α

τ π α τ π α τ π α

 − − + − − + + − − =


 − − + − − + + − − =

  (12) 

 

ãäå Ω è 3k  îáîçíà÷åíû â (5), à ,ikτ  ikf  è ikπ  äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû 

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè 
 

' '' '',  ,  ik i k i ik i k i ik i k idx f dx dxτ ϕ ϕ ϕ ϕ π ϕ ϕ= = =∫ ∫ ∫ . 

 
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ è óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåííîé 

ôîðìû ïëàñòèíû ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ è èññëåäîâàíèþ ñîáñòâåííûõ 

çíà÷åíèé Ω  Ω ìàòðèöû (12) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ïîòîêà 3k . Ïðè 

íåêîòîðîì çíà÷åíèè 3k  ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Ω ìîæåò ñòàòü 
îòðèöàòåëüíûì èëè êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïëàñòèíà, 
äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì (11), áóäåò íåïåðèîäè÷åñêè 
îòêëîíÿòüñÿ îò íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ (äèâåðãåíöèÿ). Âî âòîðîì 
ñëó÷àå (Im 0)Ω ≠  âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü щ ìîæåò ñòàòü ïîëîæèòåëüíîé, ÷òî 
ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì ïëàñòèíû ñ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé 

àìïëèòóäîé âî âðåìåíè (ôëàòòåð). Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå 3k , ïðè êîòîðîì 
èìååò ìåñòî îäèí èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñëó÷àåâ, îïðåäåëÿåò ãðàíèöó 
óñòîé÷èâîñòè è íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì. 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåîáõîäèìî îïðåäåëèòåëü 
ñèñòåìû (12) ïðèðàâíÿòü ê íóëþ. Ðàñêðûâ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì 
óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèñòåìû è 
ïàðàìåòðû ïîòîêà: 

 
3( ,  ) 0.k∆ Ω =  
 

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû, 
îáòåêàåìîé ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðûé íàïðàâëåí 
ïåðïåíäèêóëÿðíî çàùåìëåííîé ñòîðîíå (ðèñóíîê 2). 

 

 
Ðèñóíîê 2 – Îáòåêàíèå ïàíåëè êîíå÷íîé äëèíû 

z 
x 

y 
b 

l 
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Äëÿ âûïîëíåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè 
âûáðàíû â âèäå 

 
4 4 1( ( 1) 1) .i

i y y y xϕ += − + +  
  

Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè 3( )kΩ = Ω , ïîñòðîåííûé 
äëÿ n=5 äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ ñîîòíîøåíèÿìè ñòîðîí 

0.5;1; .
b
l

= ∞
 

 
 

Ðèñóíîê 3 – Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò  
ïàðàìåòðîâ ïîòîêà 

 
Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûé ãðàôèê, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî 

çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îò ïàðàìåòðîâ ïîòîêà áëèçêè äëÿ 
ðàçëè÷íûõ äëèí ïëàñòèí. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè 
äëèíû ïëàñòèíû îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñîêðàùàåòñÿ. 

Äèâåðãåíöèÿ âîçíèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà Ω=0 ïðè k3= - 6,33. Òîãäà 
êðèòè÷åñêèé ïåðåïàä äàâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå ïî ôîðìóëå 
(6). 

Ïàíåëüíûé ôëàòòåð ïëàñòèíû ñ áåñêîíå÷íîé äëèíîé, êîãäà ïîòîê 
íàïðàâëåí îò ñâîáîäíîé êðîìêè ê çàäåëàííîé, âîçíèêàåò ïðè k3=-162. 
Äëÿ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííîãî ïîòîêà - ïðè k3=135. Òîãäà 
êðèòè÷åñêèå ïåðåïàäû äàâëåíèÿ äëÿ êîíñîëüíî çàêðåïëåííîé ïàíåëè 
áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

1) íàïðàâëåíèå ïîòîêà îò ñâîáîäíîé êðîìêè ê çàäåëàííîé (ðèñ. 1) 
 

3

2
324 ;pk D

p
l l

∆ = =  

2) íàïðàâëåíèå ïîòîêà îò æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ ê ñâîáîäíîé êðîìêå 
 

3

2
270 .pk D

p
l l

∆ = =
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ÂÛÂÎÄÛ 
Ïðè îïðåäåëåíèè âëèÿíèÿ äåôîðìàöèé, âûçûâàåìûõ îñåâûì 

ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ, íà óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé êîíñîëüíî 
çàêðåïëåííîé ïëàñòèíû áûë èñïîëüçîâàí âàðèàöèîííûé ìåòîä Ëàãðàíæà. 
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà ïîñòðîåíà ãðàôè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü 
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îò ïàðàìåòðîâ ïîòîêà äëÿ ïëàñòèí ñ íåñêîëüêèìè 
âàðèàíòàìè ñîîòíîøåíèé ñòîðîí. Àíàëèç ãðàôèêà ïîçâîëèë ñäåëàòü 
âûâîä, ÷òî äëèíà ïëàñòèíû íåñóùåñòâåííî âëèÿåò íà õàðàêòåð êðèâûõ, 
îïðåäåëÿþùèõ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. 

Òàêæå áûëè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî 
îñåâîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ ïîòîêà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, 
îáóñëàâëèâàþùåãî âîçíèêíîâåíèÿ ôëàòòåðà êîíñîëüíî çàêðåïëåííîé 
öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè. Ïîñêîëüêó ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû ïëàñòèíû 
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñóæàåòñÿ, òî ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ìîæíî 
ïðèìåíÿòü äëÿ ïëàñòèí êîíå÷íîé äëèíû, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî 
êðèòè÷åñêèé ïåðåïàä äàâëåíèÿ âçÿò ñ íåêîòîðûì çàïàñîì. Ñîãëàñíî 
äàííûì ôîðìóëàì êðèòè÷åñêèé ïåðåïàä äàâëåíèÿ îáðàòíî 
ïðîïîðöèîíàëåí øèðèíå ïëàñòèíû è ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí åå òîëùèíå. 

Òàêèì îáðàçîì, áûëè ïîëó÷åíû êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå 
âûâîäû î âëèÿíèè ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêîé 
ïàíåëè. 

 
SUMMARY  
 

STABILITY OF CANTILEVER FIXED PLATE STREAMLINED WITH ONE SIDE 
VISCOUS INCOMPRESSIBLE FLUID FLOW 

 
I.B. Karintsev, V.V. Fisher  
Sumy State University, Sumy 
 

Considered article is devoted to determining the influence of deformations caused 
by axial pressure drop, the stability of cylindrical clamped cantilever plate. Results 
based on the use of Lagrange variational method, provided a qualitative and 
quantitative conclusions about the effect of various factors on the stability of 
cylindrical panels. 

Key words: divergence, flutter, viscous fluid, axial difference of pressure, critical 
difference of pressure, hydrodynamic pressure. 
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